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第1章

拡張アンサンブルの方法

前章では，進化的計算法による最適化法が議論された．ここでも，進化的計

算法と同じように，自然界の「知恵」を使うのであるが，具体的には，自然界の

物理法則，特に統計力学の法則に基づく最適化法について議論する．そこでは，

統計力学的集団（統計力学的アンサンブル）や温度という概念が利用される．

生体系などの多自由度複雑系では，エネルギー極小状態が無数に存在するため，

温度一定のカノニカルアンサンブル上の従来のモンテカルロ法（Monte Carlo:

MC）や分子動力学法（molecular dynamics: MD）による計算機シミュレー

ションは，それらのエネルギー極小状態に留まってしまうという難点がある．

すなわち，シミュレーションの結果が初期状態に強く依存してしまうので，計

算結果の信頼性が極端に低くなってしまうのである．

本章では，拡張アンサンブル法（generalized-ensemble algorithm）と総称さ

れる手法を解説する．このシミュレーション法は，非ボルツマン因子による人

工の統計力学的集団に基づいており，ポテンシャルエネルギー空間や他のパラ

メータ空間上の酔歩（random walk）を実現することで，エネルギー極小状態

に留まるのを避ける．そして，従来の手法と比べて格段に幅広い状態空間を探

索することを可能とするのである．拡張アンサンブル法では，唯一回のシミュ

レーションの結果から，エネルギー最小状態ばかりでなく，様々な物理量の任

意の温度や系を指定する他のパラメータ値における期待値を得ることができる

という特徴がある．本章では，特に広く使われている三つの拡張アンサンブル

法（すなわち，マルチカノニカル法，焼き戻し法，レプリカ交換法）のモンテ

カルロ法および分子動力学法に基づくシミュレーション手法とその更なる拡張

版について解説する．

岡本祐幸, 「拡張アンサンブル法」, 超多自由度系の最適化 , 「計算科学講座」第９巻第２章, 
pp. 119-241 (金田行雄，笹井理生（監修），古橋武, 笹井理生（編）, 共立出版, 2013).
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1.1 統計力学の基礎

統計力学で扱う系は物質（原子）の集団である．この集団がどのような環境

（外的条件）のもとにあるかによって，系の振る舞いが規定されている．個々の

統計力学的集団（統計力学的アンサンブル）とは，それらの環境を指定した物

質の集団を表している．ここでは，モンテカルロ法や分子動力学法の理解に必

要な統計力学の基礎を復習しておこう．

1.1.1 統計力学的集団

ここでは，よく知られている統計力学的集団（statistical mechanical ensem-

ble）の例をあげよう．まず，ミクロカノニカルアンサンブル（microcanonical

ensemble）は，孤立系を表す統計力学的集団である．すなわち，系が外界と熱

など一切のやり取りをしない孤立系である．よって，系の粒子数，体積，全エ

ネルギー（運動エネルギーとポテンシャルエネルギーの和）が時間とともに保

存される．例えば，熱を一切通さない理想的な魔法瓶の中のお湯全体の系がミ

クロカノニカルアンサンブルである．図 1.1 にミクロカノニカルアンサンブル

の概念図を示す．

図 1.1 ミクロカノニカルアンサンブル．孤立系である．

次に，カノニカルアンサンブル（canonical ensemble）は，温度一定の熱浴

中の小さい系を表す統計力学的集団である．ここで，「小さい」とは，熱浴と

比較して小さいという意味である．熱浴を構成する物質量が今問題とする系の

物質量よりはるかに大きいので，熱浴から系への影響は大きいがその逆はほと

んど無視できるということである．特に，系と熱浴は物質のやり取りをしない

（よって，系の粒子数は保存される）が，熱のやり取りはするので，系の温度が
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熱浴と同じ一定温度に保たれる．また，系の体積も一定に保たれる．カノニカ

ルアンサンブルでは，粒子数（N）・体積（V）・温度（T）が一定なので，NV T

アンサンブルとも呼ばれる．ミクロカノニカルアンサンブルとの関係は，この

系（カノニカルアンサンブル）と熱浴を足したものがミクロカノニカルアンサ

ンブルになっている．図 1.2 にカノニカルアンサンブルの概念図を示す．

図 1.2 カノニカルアンサンブル．温度 T の熱浴の中に系がある．.

自然の統計力学的集団には，他にもいろいろある．例えば，系が外界と熱ば

かりでなく，粒子をやり取りするものが，グランドカノニカルアンサンブル

（grandcanonical ensemble）である．また，系の圧力が熱浴と同じ圧力になる

ように，体積が変化するものが，定圧定温アンサンブル（isobaric-isothermal

ensemble）である．これは，系の境界の一面がピストンにつながっているとい

うようにイメージできる．系の圧力が下がれば，ピストンが系の体積が減るよ

うに動き，逆に系の圧力が熱浴より上がれば，ピストンが系の体積を増やすよ

うに動くわけである．すなわち，定圧定温アンサンブルでは，粒子数（N）・圧

力（P）・温度（T）が保存され，NPT アンサンブルとも呼ばれる．

これらのいろいろな統計力学的集団を再現するシミュレーション手法は，普

通，カノニカルアンサンブルを再現するモンテカルロ法や分子動力学法の手法

をそれぞれのアンサンブルに一般化することによって得られる．よって，以下
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では，カノニカルアンサンブルの統計力学とこのアンサンブルを実現する計算

機シミュレーション法について述べる．

1.1.2 カノニカルアンサンブルの統計力学

粒子数（N）・体積（V）・温度（T）が一定な系であるカノニカルアンサンブ

ルの系として，質量がmk (k = 1, · · · , N)の N 個の粒子の系を考え，それら

の座標と運動量がそれぞれ q ≡ {q1, · · · , qN}と p ≡ {p1, · · · ,pN}で表される

とする（ここからは，体積は V で表す）．系のハミルトニアンH(q, p)は運動エ

ネルギーK(p)とポテンシャルエネルギー E(q)の和で次のように与えられる．

H(q, p) = K(p) + E(q) . (1.1)

ここで，運動エネルギーは次式のとおりである．

K(p) =
N
X

k=1

pk
2

2mk
. (1.2)

温度一定のカノニカルアンサンブルでは，各状態 x ≡ {q, p}は以下のボルツ

マンの重み因子（Boltzmann weight factor）の確率で実現される（単にボルツ

マン因子と呼ばれることが多い）．

ΩB(x) = e−βH(q,p) . (1.3)

ここで，β はボルツマン定数 kB と絶対温度 T の積の逆数であり，以下で与え

られる．

β =
1

kBT
. (1.4)

このとき，この系の分配関数（partition function）は以下のように，ボルツマ
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ン因子の 6N 次元積分で与えられる（前に掛る定数係数を 1とおいた）．

Z(N ;V;T ) =

Z

dx ΩB(x)

=

Z

dq

Z

dp e−βH(q,p)

=
N
Y

k=1

Z

d3qk

N
Y

k=1

Z

d3pk e
−βH

=

Z ∞

−∞
dq1x

Z ∞

−∞
dq1y

Z ∞

−∞
dq1z · · ·

· · ·
Z ∞

−∞
dpN x

Z ∞

−∞
dpN y

Z ∞

−∞
dpN z e

−βH .

(1.5)

ここで，カノニカルアンサンブルでは，粒子数（N）・体積（V）・温度（T）が

一定なので，それらの値ごとに分配関数が決まることをはっきりさせるために，

Z(N ;V;T )と書いた．しかし，以下では，簡単のために，粒子数 N と体積 V

への依存性は省略して，温度依存性のみ露わに書いて，Z(T )と書くことにす

る. 系の分配関数 Z(T )が求められれば，温度 T のカノニカルアンサンブルに

おける任意の統計力学的物理量が Z(T )から求められるので，この系は「厳密

に解けた」と言われる．例えば，ヘルムホルツ自由エネルギー（Helmholtz free

energy）F (T )は

Z(T ) = e−βF (T ) (1.6)

で定義されるので，以下で与えられる．

F (T ) = −kBT logZ(T ) . (1.7)

ここで，logは自然対数関数である（以下，同様）．また，系の内部エネルギー

（internal energy）は以下で与えられる．

U(T ) =< H >T

=

Z

dqdp H(q, p)e−βH(q,p)

Z

= −∂ logZ

∂β

= −
∂Z
∂β

Z
.

(1.8)
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ここで，< A >T は物理量 Aの温度 T における平均値（期待値）

< A >T =

Z

dqdp A(q, p)e−βH(q,p)

Z
, (1.9)

を表す（式 (1.8)では，A = H）．更に，熱力学的関係式

F (T ) = U(T )− TS(T ) , (1.10)

から，系のエントロピー（entropy）は以下で与えられる．

S(T ) = [U(T )− F (T )]/T . (1.11)

また，式 (1.4)と式 (1.8)より，定積比熱は以下で与えられる．

CV (T ) =
dU

dT

= − dβ
dT

∂

∂β

 

∂Z
∂β

Z

!

=
1

kBT 2

2

4

∂2Z
∂β2

Z
−

“

∂Z
∂β

”“

∂Z
∂β

”

Z2

3

5

=
1

kBT 2

8

>

>

<

>

>

:

Z

dq

Z

dp (−H)2e−βH

Z
−

2

6

6

4

Z

dq

Z

dp (−H)e−βH

Z

3

7

7

5

29

>

>

=

>

>

;

=
1

kBT 2

h

< H2 >T −< H >T
2
i

.

(1.12)

式 (1.1)では座標 qと運動量 pが分離されているので，式 (1.5)の分配関数は

以下のように「座標分配関数」と「運動量分配関数」の積で表すことができる．

Z(T ) = Zq(T )Zp(T ) . (1.13)

ここで，Zq と Zp は以下で定義される．

Zq(T ) =

Z

dq e−βE(q) , (1.14)

Zp(T ) =

Z

dp e−βK(p) . (1.15)
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特に，物理量 Aが qのみの関数，または，pのみの関数のとき，式 (1.9)は，

共通部分が分母と分子で打ち消し合って，それぞれ以下のように書くことがで

きる．

< A(q) >T =

Z

dq A(q)e−βE(q)

Zq
, (1.16)

< A(p) >T =

Z

dp A(p)e−βK(p)

Zp
. (1.17)

また，運動量分配関数については，積分を実行できる．すなわち，以下のガ

ウス積分の公式
8

>

>

<

>

>

:

I1(α) =

Z ∞

−∞
dx e−αx2

=
“π

α

”
1
2
,

I2(α) =

Z ∞

−∞
dx x2e−αx2

= −dI1
dα

=
1

2α

“π

α

”
1
2

=
1

2α
I1(α) ,

(1.18)

の第一式が使える．よって，Zpは式 (1.2)と式 (1.15) より以下のように書ける．

Zp(T ) =
N
Y

k=1

Z

d3pk e
−β

pk
2

2mk

=
N
Y

k=1

»

I1

„

β

2mk

«–3

=

"

(2πkBT )N

 

N
Y

k=1

mk

!#

3
2

.

(1.19)

温度 T における系の平均運動エネルギーは次で与えられる．

〈 K(p) 〉T =

*

N
X

k=1

pk
2

2mk

+

T

=
N
X

k=1

˙

pk
2
¸

T

2mk

=
N
X

k=1

˙

pkx
2
¸

T
+
˙

pky
2
¸

T
+
˙

pkz
2
¸

T

2mk

=
3

2
NkBT .

(1.20)
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ここで，式 (1.17)，式 (1.18)および式 (1.19)から，以下が成り立つことを使った．

D

pkx
2
E

T
=
D

pky
2
E

T
=
D

pkz
2
E

T
= kBTmk . (1.21)

式 (1.20)は，どんなポテンシャルエネルギー E(q)のときでも成り立つ式であ

ることに注目されたい．

以上の結果から，内部エネルギーは以下のように書ける．

U(T ) =< K(p) >T + < E(q) >T

=
3

2
NkBT +

Z

dq E(q)e−βE(q)

Zq
.

(1.22)

この第二項において，式 (1.12)の導出を H → E，Z → Zq の置き換えをして

繰り返すと，定積比熱は以下で与えられる．

CV (T ) =
3

2
NkB +

1

kBT 2

h

< E2 >T −< E >T
2
i

. (1.23)

ここで，厳密に解ける系の例として N 個の質量がmの単原子分子からなる

理想気体（ideal gas）を考えよう．この系では各粒子は全く相互作用をしない

ので，

E(q) = 0 (1.24)

が成り立つ．すると，系の分配関数は，式 (1.13)，(1.14)，(1.19)から以下で与

えられる．

Z(T ) =
1

N !h3N

„

Z

dq 1

«„

Z

dp e−βK(p)

«

=
VN

N !h3N
(2πmkBT )

3N
2

=
1

N !

"

V
„

2πmkBT

h2

«
3
2
#N

.

(1.25)

ここで，統計力学で習ったように，位相空間の単位を指定するプランク定数 h

の寄与と同一粒子の区別ができないことによる係数 N !の寄与を係数として掛
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けた．この分配関数から，以下のように，いろいろな物理量が計算できる．ま

ず，ヘルムホルツ自由エネルギーは式 (1.7)から次で与えられる．

F (T ) = −NkBT

»

1 + log
V
N

+
3

2
log

„

2πmkBT

h2

«–

. (1.26)

ここで，N は大きい数であるので，スターリングの公式

logN ! = N logN −N +O(logN) (1.27)

を使って，N に比べて logN 以下の項を無視した．また，内部エネルギーは式

(1.22)と式 (1.24)から次で与えられる．

U(T ) =
3

2
NkBT . (1.28)

また，エントロピーは式 (1.11)から次で与えられる．

S(T ) = NkB

»

5

2
+ log

V
N

+
3

2
log

„

2πmkBT

h2

«–

. (1.29)

更に，定積比熱は内部エネルギー U(T ) の温度 T についての微分なので，式

(1.28)より，次で与えられる．

CV (T ) =
3

2
NkB . (1.30)

ここで，式 (1.29)を以下のように書き換える．

S(T ) = kB log

"

e
5
2
V
N

„

2πmkBT

h2

«
3
2
#N

. (1.31)

式 (1.28)より，kBT を内部エネルギー U で置き換えて，この式は更に次のよ

うに書き換えられる．

S(U) = kB log

"

e
5
2

„

4πm

3h2

«
3
2 V
N

„

U

N

«
3
2
#N

. (1.32)

一方，エントロピーは以下のようにも書ける．

S(U) = kB logn(U) . (1.33)
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ここで，n(U)は状態密度（density of states）である．すなわち，n(U)∆U は

U と U + ∆U の間に存在する状態の数である．よって，式 (1.32)と式 (1.33)

から，状態密度は以下のように書ける．

n(U) = e
5
2 N

„

4πm

3h2

«
3
2 N „ V

N

«N „U

N

«
3
2 N

∝ VNU
3
2 N .

(1.34)

1.2 統計力学に基づいた計算機シミュレーション

計算機シミュレーションは自然現象を計算機上で再現する手法であるが，本

章では，特に，統計力学に基づいた計算機シミュレーション法を紹介する．前

節で取り上げた個々の統計力学的集団を計算機上で再現するわけであるが，モ

ンテカルロ法と分子動力学法が主な手法となる．

1.2.1 カノニカルアンサンブルを再現するシミュレーション手法

粒子数（N）・体積（V）・温度（T）が一定な系であるカノニカルアンサンブ

ルにおいて，理想気体のように厳密解が存在する場合は少なく，多くの場合は，

数値シミュレーションによらざるを得ない．カノニカルアンサンブルを再現す

るシミュレーション手法としては，乱数（random number）を用いて確率的に

次から次へと状態を発生させていくモンテカルロ法（MC）とニュートンの運

動方程式を差分として表したものを解いていく分子動力学法（MD）の二つの

手法が広く使われている. モンテカルロ法は本シリーズの第 2巻で，また，分

子動力学法は第 6巻でそれぞれ紹介されているので，ここでは，その詳細は繰

り返さず，概略を述べることにする．

まず，モンテカルロ法では，普通，運動量 pは考慮せず，座標 q のみを変化

させていく．すなわち，物理量 Aも qのみの関数を扱い，平均値は式 (1.16)で

計算する．式 (1.16)は座標 q に関する積分をポテンシャルエネルギー E(q)の
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積分に置き換えて，以下のように書き直すことができる．

< A >T =

Z

dq A(q)e−βE(q)

Zq
, (1.35)

=

Z

dE A(E)PB(E)
Z

dE PB(E)
. (1.36)

ここで，ポテンシャルエネルギー E のカノニカル分布 PB(E) は系の状態密度

（density of states）n(E)とボルツマン因子WB(E) の積で以下のように定義

される．

PB(E) = n(E)WB(E) , (1.37)

WB(E) = e−βE . (1.38)

状態密度はエネルギーと共に急速に増加する関数（例えば，式 (1.34)参照）

であり，ボルツマン因子は指数関数的に減少する関数（式 (1.38)参照）である

から，カノニカル分布は一般にベル型をしている．図 1.3 にポテンシャルエネ

ルギー E のカノニカル分布 PB(E)のスケッチを示す．

図のベル型のピークのあたりのエネルギー値がその温度における系の平均ポ

テンシャルエネルギー値であり，ベルの幅が，この温度におけるポテンシャル

エネルギー値の熱的揺らぎ幅を示している．

モンテカルロ法では，以下のように，次から次へと状態 x ≡ {q}を発生させ

ていく．

x(1) → x(2) → x(3) → x(4) → x(5) · · · · · · . (1.39)

今，モンテカルロシミュレーションが ν 番目のMCステップまで進み，状態 xj

にあったとする．そして，(ν + 1)番目の状態 xk に遷移するとする．この遷移

確率wは本来過去の全ての状態が何であったかに依存するはずである．よって，

w = w
“

x(ν) = xj → x(ν+1) = xk;x(1), x(2), · · · , x(ν−1)
”

, (1.40)

と書ける．しかし，これでは，不確定性があり過ぎて，遷移確率を決めること
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図 1.3 ポテンシャルエネルギー E のカノニカル分布 PB(E)．

はできない．よって，過去の状態に依存しないと仮定するとともに，ν にも依

存しないと仮定する．すなわち，遷移確率を以下のように書くことにする．

w
“

x(ν) = xj → x(ν+1) = xk;x(1), x(2), · · · , x(ν−1)
”

= w (xj → xk) . (1.41)

このような過程をマルコフ過程（Markov process）という．そして，式 (1.39)

の状態の流れをマルコフ鎖（Markov chain）という．

このとき，確率の定義から，以下が成り立つ．

P (ν+1)(xk) =
X

j

P (ν)(xj)w (xj → xk) . (1.42)

ここで，P (ν)(x)は状態 xの ν 番目のステップにおける確率分布である．そし

て，このマルコフ過程が ν が無限大の極限で，ある平衡分布 Peq(x)に収束して

いくことを要求する．つまり，以下が成り立つとする．

Peq(x) = lim
ν→∞

P (ν)(x) . (1.43)



pLATEX2ε: root-okamoto-rev2 : 2012/11/13(22:25)

1.2 統計力学に基づいた計算機シミュレーション 13

分布 P (ν)(x)が平衡分布 Peq(x)に収束する（熱平衡に達する）とき，式 (1.42)

は以下のように書くことができる．

Peq(xk) =
X

j

Peq(xj)w (xj → xk) . (1.44)

この条件式で大分可能性が狭まり，遷移確率 w(xj → xk) が決まりそうだ

が，実はもう一つだけ条件が必要である．例えば，以下の詳細つり合いの条件

（condition of detailed balance）を課すことによって問題は解ける．

Peq(xj)w (xj → xk) = Peq(xk)w (xk → xj) . (1.45)

ここで，詳細つり合いの条件式 (1.45)が熱平衡の式 (1.44)を満たすことを示

そう．すなわち，式 (1.45)を式 (1.44)の右辺に代入すると，以下のように，式

(1.44)の等号が成り立つことを示すことができる．

(式 (1.44)の右辺) =
X

j

Peq(xk)w (xk → xj)

= Peq(xk)
X

j

w (xk → xj)

= Peq(xk)

= (式 (1.44)の左辺)

(1.46)

ここで，確率の規格化条件式

X

j

w (xk → xj) = 1, (1.47)

を使った．よって，詳細つり合いの条件の式 (1.45)はこのマルコフ過程が平衡

状態に到達することを保障する十分条件である．

この仮定のもとで，メトロポリス等は以下の遷移確率が詳細つり合い条件を

満たすことを示した [1]．

w(xj → xk) =

8

>

>

<

>

>

:

1 , if
Peq(xk)

Peq(xj)
≥ 1 ,

Peq(xk)

Peq(xj)
, if

Peq(xk)

Peq(xj)
< 1 .

(1.48)



pLATEX2ε: root-okamoto-rev2 : 2012/11/13(22:25)

14 第 1 章 拡張アンサンブルの方法

それでは，この解が詳細つり合い条件の式 (1.45)を満たしていることを示そ

う．まず，Peq(xk)

Peq(xj)
≥ 1の場合を考える．すると，式 (1.48)の第一の等号が成

り立ち，式 (1.45)の等号が以下のように成り立つことが分かる．

(式 (1.45)の左辺) = Peq(xj)× 1 = Peq(xj)

(式 (1.45)の右辺) = Peq(xk)× Peq(xj)

Peq(xk)
= Peq(xj) = (式 (1.45)の左辺) .

(1.49)

ここで，二つ目の式では，w(xk → xj)はw(xj → xk)でxjとxkを入れ替えたも

のなので，式 (1.48)の第二の等号が成り立ち，w(xk → xj) = Peq(xj)/Peq(xk)

となることを使った．次に，Peq(xk)

Peq(xj)
< 1の場合も同様に，式 (1.45)の等号が

成り立つことを以下のように示すことができる．

(式 (1.45)の左辺) = Peq(xj)×
Peq(xk)

Peq(xj)
= Peq(xk)

(式 (1.45)の右辺) = Peq(xk)× 1 = Peq(xk) = (式 (1.45)の左辺) .

(1.50)

特に，カノニカルアンサンブルの場合は，平衡分布は以下で与えられる．

Peq(x) =
WB(E(x))

Z
. (1.51)

このとき，分配関数 Z は打ち消し合って，式 (1.48)の遷移確率は以下で与えら

れる．

w(xj → xk) =

8

>

>

<

>

>

:

1 , if
WB(E(xk))

WB(E(xj))
≥ 1 ,

WB(E(xk))

WB(E(xj))
, if

WB(E(xk))

WB(E(xj))
< 1 .

(1.52)

これは式 (1.38)より，更に以下のようにも書ける．

w(xj → xk) =

8

<

:

1 , if ∆E ≤ 0 ,

exp (−β∆E) , if ∆E > 0 .
(1.53)

ここで，∆E は次で定義される．

∆E ≡ E(xk)− E(xj) . (1.54)
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実際の計算は以下のように行われる．今，モンテカルロシミュレーションが

ν 番目のMCステップまで進み，状態 xj にあったとする．そして，(ν + 1)番

目の状態の候補 x
(ν+1)
cand として，状態 xk を用意したとする．

x(1) → x(2) → · · · → x(ν) = xj → x
(ν+1)
cand = xk . (1.55)

まず，∆E = E(xk) − E(xj) を計算する．もし，∆E ≤ 0 なら，この候補

x
(ν+1)
cand を採択する．逆に，∆E > 0なら，0から 1の間の値をとる一様乱数 r

を発生させ，r ≤ exp(−β∆E)なら，候補 x
(ν+1)
cand を採択するという手順を踏む

ことになる．ここで，候補 x
(ν+1)
cand を採択する（accept），棄却する（reject）と

は，(ν + 1)番目の状態 x(ν+1) を，それぞれ，以下のように置くことである．

x(ν+1) =

8

<

:

x
(ν+1)
cand = xk , （採択の場合）,

x(ν) = xj , （棄却の場合）.
(1.56)

すなわち，ポテンシャルエネルギーが下がれば（∆E ≤ 0），確率 1で候補を受

け入れ，ポテンシャルエネルギーが上がってしまえば（∆E > 0），1より小さ

い確率 exp(−β∆E)で候補を受け入れるわけである．このフローチャート（こ

の一連の操作を「メトロポリス判定」と呼ぶ）を図 1.4 に示した．

メトロポリスモンテカルロ法では，この操作を繰り返すことによって，カノ

ニカルアンサンブルを計算機上に発生させる．

式 (1.52) と式 (1.53) は，両方の場合をまとめて以下のように書くことがで

きる．

w(xj → xk) = min

„

1,
WB(E(xk))

WB(E(xj))

«

= min (1, exp (−β∆E)) . (1.57)

ここで，min(A,B) は二つの数字 Aと B のうち，小さい方を表す関数であり，

以下で定義される．

min(A,B) =

8

<

:

A , if A ≤ B ,

B , if B ≤ A .
(1.58)

以後，このような書き方を採用することにする．
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図 1.4 メトロポリスモンテカルロ法のフローチャート：メトロポリス判定.

ここで，式 (1.55)のマルコフ鎖において，x(ν) = xj から候補 x
(ν+1)
cand = xk を

発生させるときに注意すべきことを述べる．まずは，この状態発生の操作は任

意の二つの状態を有限回数の操作でつなぐようでなければならない（エルゴー

ド性とよばれる）．また，候補を発生させる操作においては，xj → xk の生成確

率とその逆 xk → xj の生成確率は普通同じにとる（同じでない場合は，上のメ

トロポリス判定の式 (1.48)に，この二つの状態発生確率の比の係数が掛ること

になる）．

以上のように，メトロポリスのモンテカルロ法では，値域が 0から 1の間の

一様乱数を頻繁に使う．計算機でこのような乱数を発生させる方法は幾つもあ

るが，ここでは最も簡単な方法の一つを紹介する．

Mn を nビットの計算機が扱える最大整数とする．1ビットは符号を表すの

に使うので，32ビットの計算機なら，M32 = 231 − 1であり，64ビットの計算

機なら，M64 = 263 − 1である．今，次から次へと整数の掛け算をすることに
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図 1.5 乱数生成プログラムの例．プログラム言語は，(a) FORTRAN，(b) C．
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よって，新しい整数を作っていく．

I`+1 = I` ×K (1.59)

ここで，K はある大きな正の整数である．また，I1 はこの整数列の初期値であ

り，乱数の種（seed）と呼ばれる（普通，正の奇数が選ばれる）．ステップ数 `

が大きくなるにつれて，理論的には最大整数Mn を越えてしまうが，これを計

算機は無理やり絶対値がMn 以下の整数として表してしまうわけである（符号

は変わり得る）．よって，これらの整数は非常に乱雑になり，以下の数が正の乱

数 r`+1 (0 < r`+1 < 1)となる．

r`+1 =
|I`+1|
Mn

(1.60)

ここで，FORTRAN言語では，乱数のための絶対値は以下のようにビット演算

子「IAND」（C言語での「&」に対応する）を使う．（組み込み関数「ABS」を

使わないのは，生成される乱数の一様性を増すためである．）まず，nビットの

計算機で整数 I を以下のように二進法で表す．

I = {bn, bn−1, bn−2, · · · , b3, b2, b1} (1.61)

ここで，各桁の数 bi (i = 1, 2, · · · , n）は 0または 1の値を取る．このとき，最

大整数Mn は以下で表せる．

Mn = {0, 1, 1, · · · , 1, 1, 1} (1.62)

ここで，最初の 0は符号を指定するビットで正の符号を表している（負の符号

のときは 1）．ビットごとの AND 演算は両方のビット数が 1のときのみ 1と

なるので，任意の bi について以下が成り立つ．

0 = AND(bi, 0)

bi = AND(bi, 1)
(1.63)

よって，式 (1.61)と式 (1.62)の各成分ビット数を比較して，整数対についての

IAND 演算子を使うと以下が成り立つ．

IAND(I,M) = {0, bn−1, bn−2, · · · , b3, b2, b1} (1.64)



pLATEX2ε: root-okamoto-rev2 : 2012/11/13(22:25)

1.2 統計力学に基づいた計算機シミュレーション 19

すなわち，最初の符号のビットだけ 0（つまり，正）になり，残りのビットは変更な

しである．よって，式 (1.61)の整数 Iの符号が如何にかかわらず，IAND(I,Mn)

は整数 I の符号を正に変換するわけで，絶対値記号の役目を果たす．すなわち，

式 (1.60)の代わりに，結局以下の数が (`+ 1)番目の乱数 r`+1 (0 < r`+1 < 1)

として使われる．

r`+1 =
IAND(I`+1,Mn)

Mn
(1.65)

ここで，I`+1 は I` から式 (1.59) で得られる．つまり，乱数は式 (1.59) と式

(1.65) を交互に繰り返すことだけで次から次への発生されていくわけである．

ここで注意しなければならないのは，以上の導出から分かるように，この乱

数発生操作には周期性があり，最大でMn (= 2n−1 − 1)回乱数を発生させる

と元の初期乱数に戻ることである．図 1.5 に 32 ビット計算機用のこの乱数生

成プログラムの例を FORTRANおよび Cのプログラム言語の場合において示

した．

実は，図 1.5のプログラムは 64ビット計算機のようにビット数が 32より大

きい計算機でもそのまま利用できる．これは，例えば，64ビット計算機の場合，

整数は二進法で以下のように表される（式 (1.61)参照）．

I = {b64, b63, b62, · · · , b3, b2, b1} (1.66)

このとき，式 (1.62)の 32ビット計算機の場合の最大整数M32 は以下で表わさ

れる．

M32 = {0, 0, · · · , 0, 1, · · · , 1, 1} (1.67)

すなわち，最初の 33個のビットには全て 0がはいっている．すると，式 (1.63)

より，任意の整数 I について，以下が得られる．

IAND(I,M32) = {0, 0, · · · , 0, b31, b30, · · · , b2, b1} (1.68)

これは，正の整数であり，絶対値がM32 より小さいので，式 (1.65) で n = 32

としてそのまま 64ビットの計算機の乱数として使うことができる（ただし，乱

数の周期が．最大で 263 − 1ではなく，231 − 1以下になってしまう）．



pLATEX2ε: root-okamoto-rev2 : 2012/11/13(22:25)

20 第 1 章 拡張アンサンブルの方法

図 1.6 (a)蛋白質の模式図．N 個のアミノ酸が一列に重合している．Rの部分は側鎖と呼ば
れ，残りが主鎖と呼ばれる．φ，ψ，ω は主鎖の立体構造を決める二面角である．(b)

蛋白質の側鎖の例．左はグリシン（Gly），中はアラニン（Ala），右はチロシン (Tyr)．
χ は側鎖の立体構造を決める二面角である．
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これらの乱数が一様分布になっているかどうかの最も簡単な確認事項として

は，以下のようなテストが考えられる．理論的には，一様乱数の確率分布は以

下で与えられる．

p(r) = 1 . (1.69)

よって，乱数の期待値と分散は以下で与えられる．

< r > =

Z 1

0

rp(r)dr =

Z 1

0

rdr =
1

2

< r2 > − < r >2 =

Z 1

0

r2p(r)dr −
„

Z 1

0

rp(r)dr

«2

=
1

3
−
„

1

2

«2

=
1

12
.

(1.70)

図 1.5のプログラムを使って，N 回乱数を発生させて，r` (` = 1, · · · ,N )を

得たとする．この乱数の平均と分散は以下で得られる．

r =
1

N

N
X

`=1

r`

r2 − r2 =
1

N

N
X

`=1

r`
2 −

 

1

N

N
X

`=1

r`

!2

.

(1.71)

この二つの量が N が大きくなるにつれて，式 (1.70) の理論値に収束してい

くことを確認するのが一つのテストである．また，得られた N 個の乱数 r`

(` = 1, · · · ,N )の分布を例えば 10個の領域（0.0,0.1), (0.1,0.2), (0.2,0.3), · · · ,

(0.9,1.0) に分けて，それぞれの領域にはいる乱数の数が，N が大きくなるにつ

れて，理論値（N/10）に収束していくことを確認するのがもう一つのテストで

ある．

ここで紹介した乱数作成プログラムは最も簡単なものの一つであり，最高で

Mn 回乱数を発生させると元の初期乱数に戻るという周期性がある．それで，

イジング模型のような対称性が高い系などにおけるMCシミュレーションでは

注意を要する場合がある（より厳密な一様性と長い周期をもつ乱数作成プログ

ラムについては，例えば，文献 [2]を参照されたい）．しかし，分子シミュレー

ションの粒子系のような対称性の低い系などでは，十分に使えるものである．



pLATEX2ε: root-okamoto-rev2 : 2012/11/13(22:25)

22 第 1 章 拡張アンサンブルの方法

図 1.7 温度一定のカノニカルアンサンブルを再現するモンテカルロシミュレーションにおけ
る真空中のMet-enkephalin のポテンシャルエネルギー E (kcal/mol) の「時間発
展」．(a) T = 1000 K，(b) T = 300 K,，(c) T = 50 K．ここで，kcal/mol は
エネルギーの単位（1 モル当たり何キロカロリーか）であり，23 kcal/mol ≈ 1 eV

が成り立つ．また，1 MC Sweep とは，全ての座標自由度（ここでは，二面角と呼
ばれる回転角のこと）を 1 回ずつ更新することに対応する．そして，更新の度ごとに
メトロポリス判定を課す．よって，回転角が N 個あるとき，1 MC sweep は N 回
のメトロポリス判定を課す操作に対応する．
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ここで，式 (1.55)のマルコフ鎖において，x(ν) = xj から候補 x
(ν+1)
cand = xk

を発生させる操作を，具体的な例で実際の計算ではどのようにするかを示そう．

最初の例は，磁性体のイジング模型（Ising model）である．この系の状態は

x = {S1, S2, · · · , SN}で与えられる．ここで，Sk (= ±1)は k番目のスピンを

表し，N は全スピン数である．そして，ゼロ外磁場の場合のポテンシャルエネ

ルギーは以下で与えられる．

E = −J
X

<i,j>

SiSj . (1.72)

ここで，J は結合定数（J > 0のとき強磁性，J < 0のとき反強磁性），
P

<i,j>

は最隣接のスピン対についての和を表す．x(ν) = {S(ν)
1 , S

(ν)
2 , · · · , S(ν)

N } を与え

られたとき，次の状態の候補 x
(ν+1)
cand は x(ν) のスピンのうちから，一つ S

(ν)
i を

（ランダムに）選び，その符号を入れ替えることで得られる（スピンは ±1の値

のみを取ることに注意されたい）．

S
(ν+1)
cand i

= −S(ν)
i . (1.73)

その他のスピンはそのままにする．

なぜ，一つのスピンだけを変化させるのかというと，多くのスピンを同時に

変化させると，メトロポリス判定の受諾率が低くなってしまうからである．つ

まり，エネルギーが高い状態の数の方が低い状態の数より、一般に圧倒的に多

いので（例えば，式 (1.34)参照），∆E � kBT となって，式 (1.53)より，候

補が受諾される確率が非常に低くなってしまうのである．

二つ目の例は，分子シミュレーションにおける，N 個の粒子系である．この

系の状態は x = {q1, · · · , qN}で表される．x(ν) を与えられたとき，次の状態

の候補 x
(ν+1)
cand は x(ν) の座標のうちから，一つ q

(ν)
i を（ランダムに）選び，そ

れを以下のように変化させることで得られる．

q
(ν+1)
cand i

= q
(ν)
i + ηρ (1.74)

ここで，η (> 0)はある定数であり，ρは値域が 0から 1の一様乱数を三つ（rx，

ry，rz）発生させることによって，以下で定義される．

ρ = (2rx − 1, 2ry − 1, 2rz − 1) . (1.75)
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次に，蛋白質などの生体高分子系を考えよう．すなわち，原子間が化学結合

でつながっている場合を考える．この場合，その化学結合ボンドを両端の原子

を結びつけるバネで表すことができる（このバネの自然長がそのボンドの自然

の長さになるようにする）．更に，二つの隣り合うボンド間のなす角度もある自

然の角度の周りを振動するバネで結びつけることを考える．つまり，高分子系

をそれを構成するN 個の原子とそれらをつなぐ質量ゼロのバネで表すわけであ

る．すると，N 個の粒子系のポテンシャルエネルギーにこれらのバネに対応す

る調和振動子項を加えれば，後は，上と同じように N 個の原子系として扱い，

モンテカルロシミュレーションの座標の更新は，式 (1.74)に従えば良いことに

なる．

もし，他のポテンシャルエネルギー項に比べて化学結合が強くて，ボンドが

バネではなく，長さが固定されるとともに，二本の隣り合うボンド間の角度も

固定されているとみなすことができる場合は，問題が更に簡単になり，系の状

態は N 個の原子の座標 x = {q1, · · · , qN}の代わりに，ND 個のボンドの周り

の回転角で次のように表すことができる（ND � N）．x = {θ1, · · · , θND}．こ

の回転角は，対象とするボンドの前後のボンドを加えて，合計三本のボンドを

構成する四個の原子のうち，最初の三個で定義される平面と終わりの三個で定

義される平面との成す角度のことなので，二面角（dihedral angle）とも呼ば

れる．図 1.6に蛋白質の概略図と二面角の定義を示す．主鎖の二面角は φ，ψ，

ω の三種類あるが，ω に対応するボンドはペプチド結合のボンドであり，大体

180◦ に固定されているので，モンテカルロシミュレーションでは，しばしば，

主鎖の φ，ψおよび側鎖の χを系の状態を指定する変数として扱われる．この

場合，状態 x(ν) を与えられたとき，次の状態の候補 x
(ν+1)
cand は x(ν) の二面角の

うちから，一つ θ
(ν)
i を（ランダムに）選び，それを以下のように変化させるこ

とで得られる．

θ
(ν+1)
cand i

= θ
(ν)
i + 180η(2r − 1) . (1.76)

ここで，η (> 0)はある定数であり，rは値域が 0から 1の一様乱数である．ま

た，θi は，φ，ψ，χのいずれかを表す．

以上，x(ν) = xj から候補 x
(ν+1)
cand = xk を発生させる操作を，三つの例にお
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いて示した（式 (1.73)，(1.74)，(1.76)参照）．これらの操作の後，式 (1.57)の

メトロポリス判定により，候補が受諾（または棄却）されて，モンテカルロシ

ミュレーションが続いていくわけである．

ところで，式 (1.74)と式 (1.76) では，調整可能な定数 η が存在する．この

値は，メトロポリス判定の受諾率 ACP をある値に固定するために調節される．

ここで，受諾率は以下で定義される．

ACP =
NA

NTOT
. (1.77)

ここで，NA と NTOT はそれぞれ，メトロポリス判定が受諾された回数とメト

ロポリス判定が課された総回数である．受諾率はできるだけ高い方が良いよう

に思われるかも知れないが，受諾率が高いということは，状態があまり変わっ

ていないということである（すなわち，状態がほとんど変わらないということ

は，|∆E| � 1ということであり，受諾率は高くても状態空間のほんの一部し

かサンプルできないことを意味する）．筆者の経験では，ACP ≈ 0.2（つまり，

約 20%）が良い値である．文献 [3]では，ある条件の下では，熱平衡への収束

が最も速い最適の受諾率 ACP opt は以下の数値（または，それ以下の数値）で

あることが数学的に示されている．

ACP opt = 0.234 . (1.78)

式 (1.74)と式 (1.76)の中の定数 ηを調節することによって，受諾率ACP が

ちょうど約 0.2になるようにするわけである．η を小さくすると，状態変化が

小さいので，∆E が小さくなり，受諾率が上がる．逆に，ηを大きくすると，状

態変化が大きくなり，∆E も大きくなる可能性が高いので受諾率が下がる（式

(1.53)参照）．普通，短い試行シミュレーションで受諾率が約 0.2になるような

ηを求め，その後の本シミュレーションでは，その値を固定する（式 (1.45) の

詳細つり合いの条件を破らないためである）．

ちなみに以下で紹介する徐冷法では，それぞれの温度で最適な η の値が違う

ので，シミュレーション中に η の値を変えていく必要がある．よって，徐冷法

では詳細つり合いの条件が破れる（ηで議論しなくても，そもそも Peq(x)は温

度に依存しているので，シミュレーションの途中で温度を変えると，Peq(x) も
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変わっていき，詳細つり合いの条件が破れてしまう）．よって，徐冷モンテカル

ロシミュレーションから得られる，いろいろな温度における物理量の期待値な

どは信頼性を伴わないことに注意されたい．

次に，分子動力学法をごく簡単に説明する．ここでは，運動量も考慮に入れ

る必要があり，以下のニュートンの運動方程式に対応する差分方程式を解くこ

とを考える．

q̇k =
pk

mk
, (1.79)

ṗk = − ∂E
∂qk

= F k , (1.80)

ここで，F k は k番目 (k = 1, · · · , N)の粒子に働く力である．

しかし，解析力学で学んだように（系の作用積分が時間の平行移動について

不変の場合），この方程式では，全エネルギー（K(p) +E(q)）が保存されるの

で，ミクロカノニカルアンサンブルになってしまう．

温度一定のカノニカルアンサンブルを実現する分子動力学法は，例えば，能

勢の方法 [4]に従って，以下の微分方程式を差分方程式にして解けば良いこと

が知られている．

q̇k =
pk

mk
, (1.81)

ṗk = − ∂E

∂qk

− ṡ

s
pk = F k −

ṡ

s
pk , (1.82)

ṡ = s
Ps

Q
, (1.83)

Ṗs =
N
X

k=1

pk
2

mk
− 3NkBT = 3NkB (T (t)− T ) . (1.84)

ここで，sは能勢のスケーリングパラメータ，Ps はその共役運動量，Qはその

「質量」を表す．また，「瞬間温度」T (t)は以下で定義される．

T (t) =
1

3NkB

N
X

k=1

pk(t)2

mk
. (1.85)

上のモンテカルロ法も分子動力学法も温度一定のカノニカルアンサンブルを

実現するので，各状態はボルツマン因子に比例して発生させられる．よって，
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式 (1.35)の物理量 Aの温度 T における平均値は，以下の算術平均で求めるこ

とができる．

< A >T =
1

ns

ns
X

ν=1

A(x(ν)) . (1.86)

ここで，x(ν) はモンテカルロまたは分子動力学シミュレーションで発生された

ν 番目の状態であり，ns はその総サンプル数である．普通，これらのデータは

一定のMC（または，MD）ステップ毎に定間隔に抽出されることが多い．MC

でもMDでも，隣り合う状態間の変化は小さいので，毎回状態を保存する意味

がないからである（勿論，計算機のハードディスクと計算時間に余裕があれば，

毎回保存しても良いわけである）．

ここで注意しておかなければならないのは，モンテカルロ法でも分子動力学

法でもシミュレーションのごく初期の段階は熱平衡に達していないということ

である．例えば，（各粒子の座標が）完全にランダムな初期状態を用意したと

すると，これは温度が非常に高い状態の一つである（よって，「ホットスタート

（hot start）」と呼ぶ）．よって，この場合は，シミュレーションの最初のうちは，

ポテンシャルエネルギーが非常に高く，図 1.3 で言えば，正しい温度 T のカノ

ニカル分布の右側に大きく外れたところからシミュレーションがスタートした

ことを意味する．同様に，（各粒子の座標が）結晶構造であるような初期状態を

用意したとすると，これは温度が非常に低い状態の一つである（よって，「コー

ルドスタート（cold start）」と呼ぶ）．そして，この場合は，シミュレーション

の最初のうちは，ポテンシャルエネルギーが非常に低く，図 1.3 で言えば，正

しい温度 T のカノニカル分布の左側に大きく外れたところからシミュレーショ

ンがスタートしたことを意味する．いずれの場合も，シミュレーションが暫く

続いて熱平衡に達すると，正しいカノニカル分布に所属する状態が発生するよ

うになるので，ポテンシャルエネルギーの揺らぎが図 1.3 のベル型の分布内に

とどまるようになる．式 (1.86)の和は，このように正しいカノニカルアンサン

ブルのベル型の中にエネルギーがおさまるようになってから（熱平衡に達して

から）のデータだけを考慮することに注意しなければならない．また，計算結

果が初期状態に依存しないことを確かめるために，ホットスタートとコールド
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スタートの両方のシミュレーションを行って，式 (1.86) の期待値がエラーの範

囲内で一致することを確認することが多い．

さて，ここで，実際のカノニカルアンサンブルを再現するシミュレーション

手法の適用例を示してみよう．系は，真空中のアミノ酸数 5 個の小ペプチド

Met-enkephalinであり，メトロポリスモンテカルロ法を用いた．特に，ボンド

長とボンド角が固定されているとして，ND 個の二面角を自由度として，状態

を x = {θ1, · · · , θND}で指定した．そして，モンテカルロ法の状態の発生操作

は式 (1.76) によった．図 1.7 に三つの温度におけるポテンシャルエネルギー E

の「時間発展」の様子を示す．

図からまず分かることは，全ての温度において，ポテンシャルエネルギーはシ

ミュレーションの初期において既に平均値の周りを一定の幅を持って熱的に揺

らいでいることである．一番熱平衡への到達が遅い最低温度（50 K）において

も，約 5000 MC Sweepの後には熱平衡に達しているように見える．1000 K，

300 K，50 Kにおける平均ポテンシャルエネルギーとその周りの熱揺らぎの幅

は，それぞれ，15と 15，0と 10，−7と 2ぐらいである（図 1.3 のカノニカル

分布を参照されたい）．しかし，低温（50 K）では熱的揺らぎが非常に小さい

ので，実は，この温度のシミュレーションはエネルギー極小状態に留まってし

まって，間違った答えを出してしまっている．後に示すように，50 Kの平均ポ

テンシャルエネルギー値は −7ではなく，約 −11である．

このように，温度一定のカノニカルアンサンブルを再現するモンテカルロ法

や分子動力学法は広く使われているが，多自由度複雑系ではエネルギー極小状

態が無数に存在するために，精度の高いシミュレーションが非常に難しくなる．

すなわち，熱的揺らぎが小さい低温ではシミュレーションがそれらエネルギー

極小状態に落ち込んでしまうとそこから脱出するのが非常に難しくなってしま

うために，間違った答えを出してしまう（正しい熱平衡に達するまで膨大な計

算時間を必要とする）．この困難を克服する有効な手法の一つが次の節で紹介す

る徐冷法である．
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1.2.2 徐冷法

徐冷法（simulated annealing: SA）[5]は物質の結晶構造を作る過程に基づい

ている．すなわち，融解温度より十分高温でシミュレーションを始め，シミュ

レーションを通じて徐々に温度を下げていき,最終的には最小エネルギー状態

（結晶）に到達しようとする方法である．もし，温度の下げ方が熱平衡を保つ程

緩やかならば，最終温度が 0 Kの時，最小エネルギー状態のみが得られる．し

かし，急冷すれば，エネルギー極小状態に留まってしまうわけである．徐冷法

の原理を図 1.8 に示した．

図 1.8 徐冷法.

温度の下げ方を以下のように対数関数的にすると，最小エネルギー状態に到

達するのが数学的に保証されている [6]．

Tm = T1
log 2

log(1 +m)
. (1.87)

ここで，T1 は初期温度，Tm はm番目のステップの温度である．しかし，実際

の計算では，有限の計算時間の下で，このように（熱平衡を保つ程）ゆっくり

とは温度を下げていられないので，以下の式のように，指数関数的に下げる場



pLATEX2ε: root-okamoto-rev2 : 2012/11/13(22:25)

30 第 1 章 拡張アンサンブルの方法

合が多い [5, 7]．すなわち，m番目のステップでの温度は次で与えられる．

Tm = T1γ
m−1 . (1.88)

ここで，T1 は初期温度，定数 γ は以下で与えられる．

γ =

„

TM

T1

«
1

M−1

. (1.89)

ここで，TM は最終温度，M は一つの試行の全シミュレーションステップ数で

ある．

徐冷法は，モンテカルロ法でも分子動力学法でも同じように実行できるが，

ここでは，上のMet-enkephalinの例と同じ系で徐冷モンテカルロシミュレー

ションを実行した結果を示す．図 1.9 にポテンシャルエネルギー E がシミュ

レーションが進むにつれて，どのように変化していくかを示した．

図 1.9 徐冷モンテカルロシミュレーションにおける真空中のMet-enkephalinのポテンシャ
ルエネルギー E (kcal/mol) の「時間発展」．温度を T = 1000 K から T = 50 K

まで下げた．図 1.7 の温度が T = 1000 K（赤色）と T = 50 K（青色）における
カノニカルシミュレーションの結果も重ねて示した．

まず，徐冷シミュレーションの初期では，初期温度 T1 = 1000 Kにおける平

均値（E ≈ 15）の周りをその温度における熱的揺らぎ幅（約 15）で揺らいでい
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るが，温度が下がるにつれて，ポテンシャルエネルギー値が下がるとともに熱

的揺らぎ幅も小さくなっていっている．また，図 1.7 のカノニカルシミュレー

ションでは，T = 50 Kでエネルギー極小状態（E ≈ −7）に留まってしまった

が，徐冷シミュレーションでは，正しく温度 T = 50 Kの平均値（E ≈ −11）

まで到達していることが分かる．

徐冷法は従来のカノニカルアンサンブルを再現するシミュレーション手法を

そのまま使いながら，シミュレーションの途中で温度を下げていくだけなので，

非常に使い易い．よって，様々な複雑系の最適化問題で広く使われている．し

かし，温度を変えていくということは，熱平衡を常に破っているわけであり，物

理量の平均値は精度良く計算することができない．また，熱平衡が保てないと

いうことは，低温でエネルギー極小状態に留まってしまう有限の確率があると

いうことを意味しているので，徐冷法は初期条件を変えて，何回も試行を繰り

返し，結果を比較検証する必要がある．

徐冷法ほど使い易くはないが，徐冷法のこの問題点を解決する，更に有効な

最適化法が次節で紹介する拡張アンサンブル法である．

1.3 拡張アンサンブル法

生体系などの多自由度複雑系では，エネルギー極小状態が無数に存在するた

め，温度一定のカノニカルアンサンブル上の従来のモンテカルロ法や分子動力学

法による計算機シミュレーションでは，それらのエネルギー極小状態に留まっ

てしまい，誤った答えを出してしまうという難点がある．この困難を克服する

のが，本節で紹介する拡張アンサンブル法（generalized-ensemble algorithm）

と総称される手法である（これまでに書かれた日本語の解説としては，例えば，

文献 [8]がある）．この方法は，非ボルツマン因子による人工の統計力学的集団

に基づいており，ポテンシャルエネルギー空間や他のパラメータ空間上の酔歩

（random walk）を実現することで，エネルギー極小状態に留まるのを避ける．

そして，従来の手法と比べて格段に幅広い構造空間を探索することを可能とす

るのである．ここでは，広く使われている三つの拡張アンサンブル法（すなわ

ち，マルチカノニカル法，焼き戻し法，レプリカ交換法）を紹介する．
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1.3.1 マルチカノニカル法

拡張アンサンブル法の最初の例として，マルチカノニカル法（multicanonical

algorithm: MUCA）[9]について述べる（エントロピーサンプル法 [10]とも呼ば

れる）．マルチカノニカル法では，各状態は次の非ボルツマン因子WMUCA(E)

に比例する確率で発生し，ポテンシャルエネルギーの一様分布が得られる．

PMUCA(E) = n(E) WMUCA(E) ≡ constant . (1.90)

すなわち，この人工の統計力学的アンサンブルではポテンシャルエネルギー空

間上の一次元自由酔歩が実現される．よって，シミュレーションがどのような

エネルギー極小状態に落ち込んでしまっても，いずれそれから脱出してくるわ

けで，従来の温度一定の手法よりはるかに短いステップ数で幅広い配位空間を

サンプルすることができる．

図 1.10にポテンシャルエネルギーEのマルチカノニカル分布 PMUCA(E) の

スケッチを示す．

式 (1.90)から分かるように，マルチカノニカル重み因子は状態密度に逆比例

するので，以下のように書くことができる．

WMUCA(E) ≡ e−β0EMUCA(E;T0) =
1

n(E)
. (1.91)

ここで，任意の参照温度 T0(= 1/kBβ0)を導入し, 「マルチカノニカルポテン

シャルエネルギー」EMUCA(E;T0)を次式で定義した．

EMUCA(E;T0) = kBT0 log n(E) = T0S(E) . (1.92)

ここで，

S(E) = kB log n(E) (1.93)

は（ミクロカノニカルアンサンブルにおける）「エントロピー」である．

すると，マルチカノニカルMC法はいつものメトロポリス判定により実行さ

れる [9]．すなわち，ポテンシャルエネルギー E をもつ状態 xから E′をもつ状

態 x′ への遷移確率は，式 (1.57)においてWB(E)を式 (1.91)のWMUCA(E)
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図 1.10 ポテンシャルエネルギーのマルチカノニカル分布．これは厳密なマルチカノニカル
重み因子 WMUCA(E) が得られた場合の理想的なスケッチであり，実際のシミュ
レーションではこのように完全な一様分布は得られることはなく，ある程度のでこぼ
こがある．マルチカノニカル重み因子 WMUCA(E) は普通短いシミュレーション
を繰り返し行うことによって逐次的に決められるが，このイテレーションをいつ止
めるかは，ポテンシャルエネルギー分布が大体一様（普通，同じオーダーなら良し
とする）になり，ポテンシャルエネルギー空間の十分な酔歩が得られるようになっ
たときに止めることになる．
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で置き換えることによって，次で与えられる．

w(x→ x′) = min

„

1,
WMUCA(E′)

WMUCA(E)

«

(1.94)

= min

„

1,
n(E)

n(E′)

«

(1.95)

= min (1, exp (−β0∆EMUCA)) . (1.96)

ここで，∆EMUCA は次で定義される．

∆EMUCA ≡ EMUCA(E′;T0)− EMUCA(E;T0) . (1.97)

実際の計算では，状態 xから次の状態の候補 x′ を発生させ，∆EMUCAを計算す

る．もし，∆EMUCA ≤ 0なら，この候補 x′を採択する．逆に，∆EMUCA > 0

なら，0から 1の間の値をとる一様乱数 rを発生させ，r ≤ exp(−β0∆EMUCA)

なら，候補 x′ を採択するという，いつものメトロポリス法の手順を踏めばよい

ことになる（図 1.4参照）．

マルチカノニカルアンサンブル上のMD法も，温度一定（T = T0）の条件

に基づきながら，式 (1.81)～式 (1.84)を解くことで実現されるが，その中で，

式 (1.82)は以下の「修正されたニュートン方程式」に置き換わる（式 (1.91)参

照）[11]．

ṗk = − ∂EMUCA(E;T0)

∂qk

− ṡ
s

pk =
∂EMUCA(E;T0)

∂E
F k−

ṡ

s
pk . (1.98)

ここで，F k は k番目 (k = 1, · · · , N)の原子に働く力である．

まず，厳密なマルチカノニカル重み因子WMUCA(E)（つまり，状態密度 n(E)）

が分かっているとする（このとき，図 1.10に対応して，完全な一様分布になっ

ている）．このとき，物理量 A(E)の任意の温度 T (= 1/kBβ) における期待値

は，シミュレーションを実行しなくても，以下の式から得られる（式 (1.36)，

(1.37)，(1.38)参照）．

< A >T =

X

E

A(E)PB(E;T )

X

E

PB(E;T )
=

X

E

A(E) n(E) e−βE

X

E

n(E) e−βE
. (1.99)
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ここで，状態密度 n(E)は以下で与えられる（式 (1.91)参照）．

n(E) =
1

WMUCA(E)
. (1.100)

図 1.11 マルチカノニカルモンテカルロシミュレーションにおける真空中のMet-enkephalin

のポテンシャルエネルギーE (kcal/mol)の「時間発展」．図 1.7 の温度が T = 1000

K（赤色）と T = 50 K（青色）におけるカノニカルシミュレーションの結果も重
ねて示した．

しかし，一般的には系の状態密度は厳密に分かっていないので，マルチカノニ

カル重み因子WMUCA(E)（よって，マルチカノニカルポテンシャルエネルギー

EMUCA(E;T0)）を前もって決定する必要がある．マルチカノニカル重み因子

は普通短いシミュレーションのイテレーションによって逐次的に決められる．

詳細については，例えば文献 [12, 13] を参照されたい．また，Wang-Landau

法 [14]と呼ばれる手法が，マルチカノニカル重み因子決定法として特に有効で

あることをコメントしておく．ある十分な精度の重み因子が求まれば，長いマ

ルチカノニカル（MCまたはMD）シミュレーションを一回だけ実行する．こ

のシミュレーション中のポテンシャルエネルギーを追跡していくことによって，

最小エネルギー構造が分かる．また，ポテンシャルエネルギー分布 PMUCA(E)

のヒストグラム NMUCA(E) をとることによって，物理量 A の任意の温度 T

(= 1/kBβ)における期待値が式 (1.99)から得られる．ここで，この式中の状態
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密度 n(E)の最適解は次の単ヒストグラム再重法（single-histogram reweighting

techniques）[15]から与えられる（式 (1.90)参照）．

n(E) =
NMUCA(E)

WMUCA(E)
. (1.101)

更に，（ポテンシャルエネルギーの関数で表せないものを含む）一般の物理量

Aの任意の温度 T (= 1/kBβ)における期待値は，シミュレーションの途中の

状態（すなわち，全粒子の座標）をある間隔で保存することによって，以下の

式で計算できる．

< A >T =

ns
X

k=1

A(xk)W−1
MUCA(E(xk)) exp [−βE(xk)]

ns
X

k=1

W−1
MUCA(E(xk)) exp [−βE(xk)]

. (1.102)

ここで，xk は k 番目のMC (または，MD)のステップにおける全粒子の座標

であり， ns はその総サンプル数である．また，Aがポテンシャルエネルギー

E の関数として表せるときは，式 (1.102)は式.(1.101)より，式 (1.99)に帰着

することに注意されたい．

さて，実際の計算では，式 (1.102)などのように，指数関数の和を含む場合は，

多くの場合，数値の発散（オーバーフロー）などの問題が起こる．この問題は

以下の式を繰り返し使うことによって解決される [16]．すなわち，C = A+B

(A > 0，B > 0)のとき，以下が成り立つ．

logC = log

»

max(A,B)

„

1 +
min(A,B)

max(A,B)

«–

,

= max(logA, logB) + log {1 + exp [min(logA, logB)−max(logA, logB)]} .

(1.103)

ここで，max(A,B) は二つの数字 Aと Bのうち，大きい方を表す関数であり，

以下で定義される．

max(A,B) =

8

<

:

A , if A ≥ B ,

B , if B ≥ A .
(1.104)
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図 1.12 真空中の Met-enkephalin の系の (a) 平均ポテンシャルエネルギー < E >T

(kcal/mol) と (b) 比熱 C．マルチカノニカル法，次節の焼き戻し法など四つの拡
張アンサンブル法に基づくモンテカルロシミュレーションの結果を重ね描きした．



pLATEX2ε: root-okamoto-rev2 : 2012/11/13(22:25)

38 第 1 章 拡張アンサンブルの方法

実際のマルチカノニカルシミュレーションの例として，上の図 1.7 や図 1.9

と同じ真空中の Met-enkephalin の系においてマルチカノニカル MC シミュ

レーションを実行した結果を示す．図 1.11 にポテンシャルエネルギー E がシ

ミュレーションが進むにつれて，どのように変化していくかを示した．マルチ

カノニカルシミュレーションは，エネルギー極小状態に留まることなく，上は

T = 1000 K における平均値（E ≈ 15）を越えるとともに，下は最小エネル

ギー状態（E ≈ −12）に何度も到達し，ポテンシャルエネルギー空間の酔歩を

実現していることが分かる．

この１回のマルチカノニカルシミュレーションの結果を元に式 (1.99) と式

(1.101)から，平均ポテンシャルエネルギー < E >T および比熱 C を計算する

ことができる．ここで，後者は（アミノ酸数 5とボルツマン因子 kB で割って）

次式で定義した（式 (1.23)参照）．

C(T ) ≡ 1

5kB

d(< E >T )

dT
=
β2

5

h

< E2 >T −< E >T
2
i

. (1.105)

これらの結果を図 1.12に示した．温度 T = 50 Kにおける平均ポテンシャルエ

ネルギー値（E ≈ −11）が正しく得られていることに注目されたい．

また，最小ポテンシャルエネルギー E0 は絶対温度ゼロにおけるポテンシャ

ルエネルギーなので，非常に低温では，ポテンシャルエネルギーは，その近傍

にあり，以下が成り立つ．

E(x) ≈ E0 +

ND
X

i=1

1

2
ki

“

θi − θ0i
”2

(1.106)

ここで，θi は系の二面角であり，ND は二面角の総数である．また，θ0i (i =

1, · · · , ND)は，以下のように，最小ポテンシャルエネルギーにおける二面角で

ある．

E0 = E
“

θ01, · · · , θ0ND

”

. (1.107)

このような調和振動子項では式 (1.20)の運動エネルギー項のときと同じように，

以下が成り立つ．

< E >T≈ E0 +
ND

2
kBT . (1.108)
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これを式 (1.105)に代入することによって以下が得られる．

lim
T→0

C(T ) =
ND

10
. (1.109)

このMet-enkephalinのシミュレーションでは，ND = 19であるので，図 1.12(b)

では，C(T )が正しいゼロ温度極限 1.9に近づいていることが確認できる．

1.3.2 焼き戻し法

次に焼き戻し法（simulated tempering: ST）[17]を説明しよう．この方法で

は，温度自体が動的変数となり，シミュレーションの間に粒子の座標（と運動

量）および温度が変更されていく．各状態は次の重み因子WST (E;T ) に比例

した確率で発生する．

WST (E;T ) = e−βE+a(T ) . (1.110)

ここで，関数 a(T )は以下のように，温度の一様分布が得られるように導入さ

れた．

PST (T ) =

Z

dE n(E) WST (E;T ) =

Z

dE n(E) e−βE+a(T ) = constant .

(1.111)

すなわち，この手法では「温度空間」上の自由酔歩が実現される．そして，そ

れがポテンシャルエネルギー空間上の酔歩を誘起する．これによって，マルチ

カノニカル法と同様に，シミュレーションがエネルギー極小状態に留まるのを

避けることができるわけである．

実際の数値計算においては，温度をM 個の値 Tm (m = 1, · · · ,M)に離散化

する．ここで，一般性を失うことなく，T1 < T2 < · · · < TM と仮定できる．最

低温度 T1 は最低エネルギー領域を探索できる程十分低くとる．また，最高温

度 TM はエネルギー極小状態に留まらないよう，十分高くとる必要がある．こ

のとき，am = a(Tm) (m = 1, · · · ,M) として，式 (1.110)の重み因子は，

WST (E;Tm) = e−βmE+am , (1.112)
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と書けるので，式 (1.111)と式 (1.112)から次のことが言える．

e−am ∝
Z

dE n(E) e−βmE = Zq(Tm) . (1.113)

すなわち，焼き戻し法のパラメータ am は温度 Tm における「無次元化された

ヘルムホルツ自由エネルギー」（すなわち，βm とヘルムホルツ自由エネルギー

の積）である（式 (1.6)参照．ここでいうヘルムホルツ自由エネルギーとは，運

動量の寄与を無視したものである）．

上のパラメータ am (m = 1, · · · ,M)は，マルチカノニカル法のときと同じ

ように，普通短いシミュレーションのイテレーションによって決められる．そ

の手順の詳細については，例えば，文献 [18, 19, 13]を参照されたい．重み因子

が求まれば，焼き戻しシミュレーションは，次の二つのステップを交互に繰り

返すことで実行される．

1. 一定温度 Tmのカノニカルアンサンブル上の従来のMCまたはMDシミュ

レーションをあるステップ数実行する．

2. 状態（座標と運動量）を固定したまま，温度 Tm を隣接温度 Tm±1 に更新

する．この更新の遷移確率は，次のようにメトロポリス判定で与えられる．

w(Tm → Tm±1) = min

„

1,
WST (E;Tm±1)

WST (E;Tm)

«

= min (1, exp (−∆)) .

(1.114)

ここで，∆は次で与えられる．

∆ = (βm±1 − βm)E − (am±1 − am) . (1.115)

ステップ２では，温度更新の受け入れ確率が十分高いことを保証するために，隣

接する温度値へのみ更新することに注意されたい（サンプリングの効率が悪く

なることを除けば，原理的には離れた温度値へ更新しても良いわけである）．

ステップ１で分子動力学法を採用する場合，運動量 p も考慮する必要があ

り，運動エネルギー項も重み因子に入れる必要がある．その場合，ステップ２

で温度 Tm0±1 が受諾されるときに，全粒子の運動量を以下のように変更させる
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[20, 21, 22]．

pk
′ =

s

Tm0±1

Tm0

pk . (1.116)

すると，運動エネルギー項が式 (1.114)で打ち消し合って，ステップ２のメトロ

ポリス判定でモンテカルロ法でも分子動力学法でも同じ式 (1.115)の∆を使う

ことになる．同様の運動量スケーリング法が他の熱浴法でも導かれている [23]．

図 1.13 真空中のMet-enkephalin の焼き戻しモンテカルロシミュレーションにおける (a)

温度 T (K) と (b) ポテンシャルエネルギー E (kcal/mol) の「時間発展」．

長い焼き戻しシミュレーションの後，物理量Aの温度 Tm (m = 1, · · · ,M)に
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おけるカノニカルアンサンブル平均は，以下の算術平均で与えられる（式 (1.86)

参照）．

< A >Tm=
1

nm

nm
X

k=1

A (xm(k)) , (1.117)

ここで，xm(k) (k = 1, · · · , nm) は温度 Tm における k 番目の MC (または，

MD)のステップにおける状態（全粒子の座標）であり， nm はその総サンプル

数である．

また，任意の中間の温度 T (= 1/kBβ) におけるAのカノニカルアンサンブル

平均は，式 (1.99)で与えられるが，その中の状態密度 n(E)の最適解は以下の多

ヒストグラム再重法（multiple-histogram reweighting techniques）[24, 25] で

与えられる（化学の分野では，Weighted Histogram Analysis Method: WHAM

とも呼ばれている [25]）．すなわち，焼き戻しシミュレーションにおいて，温

度 Tm (= 1/kBβm) (m = 1, · · · ,M)で得られたポテンシャルエネルギー分布

のヒストグラムと全サンプル数を，それぞれNm(E)と nm とする．このとき，

状態密度 n(E)の最適解は次の二つのWHAM方程式を自己無撞着に逐次的に

解くことによって得られる．

n(E) =

M
X

m=1

g−1
m Nm(E)

M
X

m=1

g−1
m nm efm−βmE

, (1.118)

e−fm =
X

E

n(E) e−βmE , (m = 1, · · · ,M) . (1.119)

ここで，gm = 1 + 2τm であり，τm は温度 Tm における積分された自己相関

時間†1である．しかし，多くの場合，この量は幅広い範囲において温度によら

ず定数とおいても多ヒストグラム再重法の結果に影響がないことが示されてお

†1ある温度 T において物理量 A をいろいろな時刻で観測するとき，その規格化された自己相関関
数は φA(t) = CA(t)/CA(0) で与えられる．ここで，CA(t) =< A(0)A(t) >T −< A(0) >T

2 で
ある．「積分された自己相関時間」は τA =

∫ ∞

0
φA(t)dt で定義される．ここでは，物理量としてポ

テンシャルエネルギー E を考える．よって，式 (1.118) 中の gm(= 1 + 2τm) は温度 Tm に依存す
る量である．
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り [25]，一般に式 (1.118)では g−1
m が落ちた形で計算される（つまり，gm = 1

とおく）．以下でも，この変数は省略することにする．また，fm は無次元化さ

れたヘルムホルツ自由エネルギーである．上の方程式は例えば次のように逐次

的に解かれる．先ず，全ての fm (m = 1, · · · ,M)を 0にセットする．次に式

(1.118)を使って，n(E)を求める．得られた n(E)を式 (1.119)に代入して，新

しい fm の値を得る．この操作を n(E)と fm の値が収束するまで繰り返す．

更に，（ポテンシャルエネルギーの関数で表せないものを含む）一般の物理量

Aの任意の温度 T (= 1/kBβ)における期待値は，シミュレーションの途中の

状態（全粒子の座標）をある間隔で保存することによって，以下のように計算

することができる．まず，式 (1.118)と式 (1.119)を自己無撞着に逐次的に解

くことによって，fm (m = 1, · · · ,M)を得る．すると，以下の式で任意の温度

における期待値が求められる [26]．

< A >T =

M
X

m=1

nm
X

k=1

A(xm(k))
1

M
X

`=1

n` exp [f` − β`E(xm(k))]

exp [−βE(xm(k))]

M
X

m=1

nm
X

k=1

1
M
X

`=1

n` exp [f` − β`E(xm(k))]

exp [−βE(xm(k))]

,

(1.120)

ここで，xm(k) (k = 1, · · · , nm) は温度 Tm における k 番目の MC (または，

MD)のステップにおける全粒子の座標であり，nm はその総数である．

実際の焼き戻しシミュレーションの例として，上と同じ真空中のMet-enkephalin

の系において焼き戻し MC シミュレーションを実行した結果を示す．図 1.13

に温度 T とポテンシャルエネルギー Eがシミュレーションが進むにつれて，ど

のように変化して行くかを示した．図から分かるように，温度の酔歩が得られ

ているが，それに従って，ポテンシャルエネルギーもマルチカノニカル法のと

きと同じように酔歩が実現されている．これによって，シミュレーションがエ

ネルギー極小状態に留まらずに，幅広い状態空間がサンプルされていることが

分かる．また，温度とポテンシャルエネルギーの変化に強い正の相関があるこ



pLATEX2ε: root-okamoto-rev2 : 2012/11/13(22:25)

44 第 1 章 拡張アンサンブルの方法

とに注目されたい．

最後に焼き戻し法におけるM 個の温度をどのように分布させるかについて

コメントする．上では，最低温度 T1は最低エネルギー領域を探索できる程十分

低くとり，最高温度 TM はエネルギー極小状態に留まらないよう，十分高くと

る必要があると述べたが，それではそれ以外の温度はどうするのかということ

である．基準としては，焼き戻しシミュレーションのステップ２において，ど

の隣り合う温度対についても，温度の更新が受け入れられる確率が一様に約 0.2

（式 (1.78)参照）になるように温度を分布させたいわけである．経験的には，系

に強い相転移がない場合，徐冷法と同じように，以下のように指数関数的に温

度を分布させるとうまくいくことが多い（式 (1.88)，(1.89)参照）[19]．

Tm = T1γ
m−1 , (m = 1, · · · ,M) (1.121)

ここで，定数 γ は，最低温度 T1 と最高温度 TM によって，以下で与えられる．

γ =

„

TM

T1

«
1

M−1

. (1.122)

1.3.3 レプリカ交換法

レプリカ交換法（replica-exchange method: REM）[27]は焼き戻し法（sim-

ulated tempering）の改良版として開発された（よって，parallel tempering

[28]とも呼ばれる）．

レプリカ交換法における系は，M 個の違う温度 Tm (m = 1, · · · ,M)をもつ，

相互作用しないM 個の独立なコピー（レプリカ）から成る．それぞれのレプリ

カには常に一つの温度が対応するとする．よって，レプリカと温度には１対１

対応が成り立ち，レプリカを表すラベルを i (= 1, · · · ,M)，温度を表すラベル

をm (= 1, · · · ,M)とするとき，iとmは置換関係にある．
8

<

:

i = i(m) ≡ f(m) ,

m = m(i) ≡ f−1(i) .
(1.123)

ここで，f(m)はmの置換であり，f−1(i)はその逆置換である．
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この系における「状態」をX =
n

x
[i(1)]
1 , · · · , x[i(M)]

M

o

=
n

x
[1]
m(1), · · · , x

[M ]
m(M)

o

で表すことにしよう．すなわち，系の状態 X は各レプリカの状態

x[i]
m ≡

“

q[i], p[i]
”

m
(1.124)

により指定される．ここで，上付きのラベル iはレプリカを表し，下付きのラ

ベルmは温度を表す．そして，温度 Tm にあるレプリカ iの状態 x
[i]
m は N 個

の原子の座標 q[i] と運動量 p[i] により決まる．

レプリカ同士は相互作用しないので，状態X の重み因子はボルツマン因子の

積で以下のように与えられる．

WREM (X) =
M
Y

i=1

exp
n

−βm(i)H
“

q[i], p[i]
”o

=
M
Y

m=1

exp
n

−βmH
“

q[i(m)], p[i(m)]
”o

= exp

(

−
M
X

i=1

βm(i)H
“

q[i], p[i]
”

)

= exp

(

−
M
X

m=1

βmH
“

q[i(m)], p[i(m)]
”

)

,

(1.125)

ここで，i(m)とm(i)は式 (1.123)の置換関数である.

温度がそれぞれ Tmと Tnに対応するレプリカ iと jを交換することを考える．

X =
n

· · · , x[i]
m , · · · , x[j]

n , · · ·
o

−→ X ′ =
n

· · · , x[j]′
m , · · · , x[i]′

n , · · ·
o

. (1.126)

ここで，i, j, m, nは式 (1.123)の置換関数による関係を持つ．よって，レプリ

カの交換は以下のような新しい置換関数 f ′ を導入することになる．
8

<

:

i = f(m) −→ j = f ′(m) ,

j = f(n) −→ i = f ′(n) .
(1.127)

このレプリカの交換は次のように書くことができる．
8

<

:

x
[i]
m ≡

“

q[i], p[i]
”

m
−→ x

[j]′
m ≡

“

q[j], p[j]′
”

m
,

x
[j]
n ≡

“

q[j], p[j]
”

n
−→ x

[i]′
n ≡

“

q[i], p[i]′
”

n
.

(1.128)

ここで，p[i]′ と p[j]′ の定義は後ほど与えることにする．ちなみに，この操作は

レプリカがそれぞれ iと j に対応する温度 Tm と Tn を交換することと同等で
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ある．よって，式 (1.128)は次のように書いても良い．
8

<

:

x
[i]
m ≡

“

q[i], p[i]
”

m
−→ x

[i]′
n ≡

“

q[i], p[i]′
”

n
,

x
[j]
n ≡

“

q[j], p[j]
”

n
−→ x

[j]′
m ≡

“

q[j], p[j]′
”

m
.

(1.129)

レプリカ交換法が開発されたときは，各レプリカの状態の更新はモンテカル

ロ法に基づいていた．よって，座標 q（そして，ポテンシャルエネルギー E(q)）

のみを考慮すれば済んだ．一方，各状態の更新が分子動力学法に基づく場合，

運動量 pも考慮する必要が出てくる．運動量と運動エネルギーの関係を表す式

(1.20)から，式 (1.128)（と式 (1.129)）にある運動量は次のように指定すれば

良いことが分かる [20]．
8

>

>

<

>

>

:

p[i]′ ≡
r

Tn

Tm
p[i] ,

p[j]′ ≡
r

Tm

Tn
p[j] .

(1.130)

すなわち，式 (1.20)が満たされるように，各原子の速度を二つの温度の比の平

方根を掛けることによって，一様にリスケールすれば良いことになる．同様の

運動量スケーリング法がいろいろな熱浴法で導かれている [23]．.

このレプリカ対の交換の遷移確率 w(X → X ′)はいつものメトロポリス判定

で得られ，以下で与えられる．

w(X → X ′) ≡ w
“

x[i]
m

˛

˛

˛

x[j]
n

”

= min

„

1,
WREM (X ′)

WREM (X)

«

= min (1, exp (−∆)) ,

(1.131)

ここで，２つ目の表現 w(x
[i]
m |x[j]

n )では，交換されるレプリカ対（と温度対）を

陽に書いた．式 (1.1)，(1.2)，(1.125)，(1.130)より以下が得られる．

WREM (X ′)

WREM (X)
= exp

n

−βm

h

K
“

p[j]′
”

+ E
“

q[j]
”i

− βn

h

K
“

p[i]′
”

+ E
“

q[i]
”i

+βm

h

K
“

p[i]
”

+ E
“

q[i]
”i

+ βn

h

K
“

p[j]
”

+ E
“

q[j]
”io

= exp



−βm
Tm

Tn
K
“

p[j]
”

− βn
Tn

Tm
K
“

p[i]
”

+ βmK
“

p[i]
”

+ βnK
“

p[j]
”

−βm

h

E
“

q[j]
”

− E
“

q[i]
”i

− βn

h

E
“

q[i]
”

− E
“

q[j]
”io

= exp (−∆) .
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(1.132)

よって，∆は次で与えられる．

∆ = βm

“

E
“

q[j]
”

− E
“

q[i]
””

− βn

“

E
“

q[j]
”

− E
“

q[i]
””

, (1.133)

= (βm − βn)
“

E
“

q[j]
”

− E
“

q[i]
””

. (1.134)

すなわち，運動エネルギー項は全て打ち消しあって，ポテンシャルエネルギーだ

けの式になっている [20]．ラベル i, j, m, nは交換前の置換関数（式 (1.123)）

で次のように関係している．
8

<

:

i = f(m) ,

j = f(n) .
(1.135)

レプリカ交換シミュレーションは，次の二つのステップを交互に繰り返すこ

とで実行される（T1 < T2 < · · · < TM とする）．

1. 各レプリカ i (i = 1, · · · ,M)において，一定温度 Tm (m = 1, · · · ,M)の

独立なカノニカルアンサンブル上の従来のMCまたはMD シミュレーショ

ンを同時にあるステップ数実行する．

2. 隣接した温度（Tm と Tm+1）に対応するレプリカ対（iと j）を式 (1.131)

（と式 (1.134)）の遷移確率 w
“

x
[i]
m

˛

˛

˛

x
[j]
m+1

”

に従って交換する．

ステップ２では隣り合う温度値に対応するレプリカ対を交換することに注意さ

れたい．これは，レプリカ交換の受け入れ確率が温度差に従って指数関数的に

減少するので，できるだけレプリカ交換の受諾率が極端に小さくならないよう

にしたいからである（式 (1.131)，(1.134)参照）．また，ステップ２において，

レプリカ交換が採択されるたびに，式 (1.123)の置換関数が更新されることに

なる．

レプリカ交換シミュレーションは並列計算機に特に適している．各レプリカ

を各計算機（CPU）に対応させることによって，計算機間の情報通信量を最小

にできるわけである（座標と運動量の代わりに温度を交換するだけなので）．こ

れは，シミュレーションの間に，MCまたはMDステップ tの関数として置換
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関数m(i; t) = f−1(i; t)を記録していくことになる．あるステップ数の並列の

MCまたはMDシミュレーション（ステップ１）の後，隣り合う温度に対応す

るM/2組のレプリカ対を同時に交換する（ステップ２）．そして，２通りの組

み合わせを交代させる．ここで，２通りの組み合わせとは，(T1, T2), (T3, T4),

· · · と (T2, T3), (T4, T5), · · · のことである．

焼き戻し法の場合と同じように，長いレプリカ交換シミュレーションの後，物

理量 Aの温度 Tm (m = 1, · · · ,M) におけるカノニカルアンサンブル平均は，

式 (1.117)の算術平均で与えられる．

また，任意の中間の温度 T (= 1/kBβ) における Aのカノニカルアンサンブ

ル平均は，式 (1.99)で与えられるが，その式中の状態密度 n(E)の最適解は，焼

き戻しシミュレーションのときと同じように，多ヒストグラム再重法で与えら

れる．すなわち，レプリカ交換シミュレーションにおいて，温度 Tm = 1/kBβm

(m = 1, · · · ,M)で得られたポテンシャルエネルギー分布のヒストグラムと全

サンプル数を，それぞれ Nm(E)と nm とする．このとき，状態密度 n(E)の

最適解は式 (1.118)と式 (1.119)の二つのWHAM方程式を自己無撞着に逐次

的に解くことによって得られる．ここで，これらの式中のヒストグラムNm(E)

は，レプリカごとではなく，温度 Tm (= 1/kBβm) (m = 1, · · · ,M)ごとに得

られたものを使うことに注意されたい．

更に，（ポテンシャルエネルギーの関数で表せないものを含む）一般の物理量

Aの任意の温度 T (= 1/kBβ)における期待値は，式（1.120）から計算するこ

とができる．

ここで，レプリカ交換法の大きな利点として強調しておきたいのは，マルチ

カノニカル法や焼き戻し法では最初に重み因子を短い試行シミュレーションで

決めなければならないのに対し，レプリカ交換法では重み因子はボルツマン因

子の積なので最初から分かっていることである．しかし，前者では 1個のレプ

リカでシミュレーションを行うのに対し，後者では必要とするレプリカ数が，系

の自由度の数 N が増加するに従って，その平方根
√
N に比例して増えてしま

う（よって，計算時間が増えてしまう）という困難が存在する [27]．

さて，実際のレプリカ交換シミュレーションの例として，上と同じ Met-
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図 1.14 真空中のMet-enkephalinのレプリカ交換分子動力学シミュレーションの一つのレ
プリカにおける (a) 温度 T (K) と (b) ポテンシャルエネルギー E (kcal/mol) の
「時間発展」．(b) では，温度が T1 = 200 K（緑色）と T10 = 1000 K（青色）に
おける従来のカノニカルシミュレーションの結果も重ねて示した．
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enkephalinの系においてレプリカ交換分子動力学（replica-exchange molecular

dynamics: REMD）[20]シミュレーションを実行した結果を示す．レプリカ数

は 10 であり，温度は最低温度が T1 = 200 K，最高温度が T10 = 1000 K で

あった．図 1.14 に一つのレプリカにおける温度 T とポテンシャルエネルギー

E がシミュレーションが進むにつれて，どのように変化していくかを示した．

真空中の同じペプチドの系ではあるが，今回はMC法ではなく，レプリカ交換

分子動力学法の結果であり，ポテンシャルエネルギー関数は上のモンテカルロ

法の場合と違ったものを使っているので，ポテンシャルエネルギー値は以前の

もの（図 1.7，図 1.9，図 1.11，図 1.12，図 1.13参照）とは直接には比較でき

ない．しかし，図から分かるように，温度の十分な酔歩が得られており，それ

に従って，ポテンシャルエネルギーもマルチカノニカル法や焼き戻し法のとき

と同じように酔歩が実現されている．これによって，シミュレーションがエネ

ルギー極小状態に留まらずに，幅広い構造空間がサンプルされていることが分

かる．また，焼き戻し法のときと同じように，温度とポテンシャルエネルギー

の変化に強い正の相関があることが分かる．

最後にレプリカ交換法におけるM 個の温度をどのように分布させるかにつ

いてコメントする．基準としては，レプリカ交換シミュレーションのステップ

２において，どの隣り合う温度対についても，レプリカ交換が受け入れられる

確率が一様に約 0.2（式 (1.78）参照）になるように温度を分布させたいわけで

ある．経験的には，系に強い相転移がない場合，（徐冷法や）焼き戻し法と同じ

ように，指数関数的に温度を分布させるとうまくいくことが多い（式 (1.121)，

(1.122)参照）[20]．系に強い相転移があって，焼き戻し法やレプリカ交換法に

おいて，この指数関数的な温度分布では，温度更新や温度交換の遷移確率が一

様でなく，（相転移点近傍で）大きく下がるような場合は，遷移確率の低い領域

に温度分布を密にするように温度の再分布をすれば良く，多くの場合，何回か

の試行による手による温度再分布によって，満足のいく一様な遷移確率が得ら

れる（より厳密で系統的な最適な温度分布の求め方としては，例えば，文献 [29]

を参照されたい）．
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1.4 マルチカノニカル法，焼き戻し法，レプリカ交換法の合体

前節では，良く知られている三つの拡張アンサンブル法（マルチカノニカル

法，焼き戻し法，レプリカ交換法）を紹介した．マルチカノニカル法や焼き戻

し法などに比べて，レプリカ交換法の利点は重み因子が最初から分かっている

ことである（すなわち，ボルツマン因子の積である）．一方，マルチカノニカル

法や焼き戻し法では，重み因子の決定のために，しばしば大変な労力を必要と

する．しかし，レプリカ交換法では，系の自由度が大きくなるにつれて，非常

に多くのレプリカ（よって多くの計算時間）を必要とするという困難が存在す

る．本節では，マルチカノニカル法や焼き戻し法の難点（重み因子の決定が困

難）とレプリカ交換法の難点（多くの計算時間が必要）の両方を克服する拡張

アンサンブル法を紹介する．

1.4.1 レプリカ交換マルチカノニカル法とレプリカ交換焼き戻し法

最初の手法はレプリカ交換マルチカノニカル法（replica-exchange multicanon-

ical algorithm: REMUCA）[30, 26, 31]である．この手法では，まず短い（レ

プリカ数M の）レプリカ交換シミュレーションを実行し，その結果からマル

チカノニカル重み因子を決め，その後で長いマルチカノニカルシミュレーショ

ンを一回だけ実行する．式 (1.91) から分かるように，マルチカノニカル重み

因子は状態密度 n(E) と等価である．そして，n(E) は最初のレプリカ交換シ

ミュレーションの結果に多ヒストグラム再重法を使うことによって次のように

求めることができる．このレプリカ交換シミュレーションにおいて，温度 Tm

(= 1/kBβm) (m = 1, · · · ,M)で得られたポテンシャルエネルギー分布のヒス

トグラムと全サンプル数を，それぞれ Nm(E)と nm とする．このとき，状態

密度 n(E)の最適解は式 (1.118)と式 (1.119)の二つのWHAM方程式を自己

無撞着に逐次的に解くことによって得られる．

状態密度 n(E)が得られれば，マルチカノニカル重み因子は式 (1.91) から直

接得られる（式.(1.92)参照）．実際には，そのようにして決められた状態密度

n(E)とマルチカノニカルポテンシャルエネルギー EMUCA(E;T0)は以下の範
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囲内のみ信頼できるといえる．

E1 ≤ E ≤ EM , (1.136)

ここで，E1 と EM は以下で定義される．
8

<

:

E1 = < E >T1 ,

EM = < E >TM ,
(1.137)

また，T1 と TM は，この最初のレプリカ交換シミュレーションにおける，そ

れぞれ最低温度と最高温度である．この範囲外では，マルチカノニカルポテン

シャルエネルギーを以下のように線形に外挿する [30]．

EMUCA(E) ≡

8

>

>

>

>

>

<

>

>

>

>

>

:

∂EMUCA(E;T0)

∂E

˛

˛

˛

˛

E=E1

(E − E1) + EMUCA(E1;T0) , for E < E1,

EMUCA(E;T0) , for E1 ≤ E ≤ EM ,

∂EMUCA(E;T0)

∂E

˛

˛

˛

˛

E=EM

(E − EM ) + EMUCA(EM ;T0) , for E > EM .

(1.138)

モンテカルロ法においては，REMUCAの重み因子は式.(1.138)の EMUCA

を式 (1.91)のEMUCAに代入することによって以下のように得られる [30, 26]．

WMUCA(E) = exp [−β0EMUCA(E)] =

8

>

>

>

<

>

>

>

:

exp (−β1E) , for E < E1,
1

n(E)
, for E1 ≤ E ≤ EM ,

exp (−βME) , for E > EM .

(1.139)

最後に実行する長いマルチカノニカルMCまたはMDシミュレーションは，

それぞれ，式 (1.94)のメトロポリス判定または式 (1.98)の「修正されたニュー

トン方程式」によって実行される．後者においては，式 (1.138)の EMUCA(E)

を式 (1.98)のEMUCA(E;T0)に代入することになる．これらのシミュレーショ

ンの結果，式 (1.136)の範囲内で一様なポテンシャルエネルギー分布が得られ

ることが期待される．また，E < E1 では温度 T1 の，E > EM では温度 TM
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のカノニカル分布が得られることになる．そして，このシミュレーション結果

は，式 (1.101)（と式 (1.99)）の単ヒストグラム再重法で解析される．

更に，（ポテンシャルエネルギーの関数で表せないものを含む）一般の物理量

Aの任意の温度 T (= 1/kBβ)における期待値は，式 (1.102)によって計算で

きる．

二つ目の手法はレプリカ交換焼き戻し法（replica-exchange simulated tem-

pering: REST）[32]である．この手法では，REMUCAと同じように，まず短

い（レプリカ数M の）レプリカ交換シミュレーションを実行し，その結果から

焼き戻し法の重み因子を決め，その後で長い焼き戻しシミュレーションを一回

だけ実行する．式 (1.113)から分かるように，焼き戻し法の重み因子のパラメー

タ am は無次元化されたヘルムホルツ自由エネルギー fm と等価である．そし

て，fm は最初の REMシミュレーションの結果に多ヒストグラム再重法を適

用することによって次のように求めることができる．このレプリカ交換シミュ

レーションにおいて，温度 Tm (= 1/kBβm) (m = 1, · · · ,M)で得られたポテ

ンシャルエネルギー分布のヒストグラムと全サンプル数を，それぞれ Nm(E)

と nm とする．このとき，無次元化されたヘルムホルツ自由エネルギー fm の

最適解は式 (1.118)と式 (1.119)の二つのWHAM方程式を自己無撞着に逐次

的に解くことによって得られる．

無次元化されたヘルムホルツ自由エネルギー fm が得られれば，焼き戻し重

み因子は式.(1.112) から直接得られる．すなわち，am = fmとおく（式 (1.113)

と式 (1.119)参照）．

最後に実行する長い焼き戻しシミュレーションの結果を解析するために，温

度 Tm (= 1/kBβm) (m = 1, · · · ,M)で得られたポテンシャルエネルギー分布

のヒストグラムと全サンプル数を，それぞれNm(E)と nm とする．式 (1.118)

と式 (1.119)の多ヒストグラム再重法を再び適用するにより，状態密度 n(E)の

最適解が得られる．これを式.(1.99)に代入することによって，物理量Aの任意

の温度 T (= 1/kBβ)における期待値を精度良く求めることができる．

更に，（ポテンシャルエネルギーの関数で表せないものを含む）一般の物理量

Aの任意の温度 T (= 1/kBβ)における期待値は，式 (1.120)によって計算で

きる．
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これらの手法は，原理が簡単でほとんど自明ということができる．しかし，実

際の数値計算における改善は極めて大きいものであり，有効な手法ということ

ができる．

1.4.2 マルチカノニカルレプリカ交換法と焼き戻しレプリカ交換法

更なる改良版として，マルチカノニカルレプリカ交換法（multicanonical

replica-exchange method: MUCAREM）[30, 26, 31]を紹介しよう．この手法

では，（REMUCAなどによって）マルチカノニカル重み因子が与えられた後，

少ないレプリカによるマルチカノニカルアンサンブル上のレプリカ交換シミュ

レーションを実行する．

MUCAREMでは最後の長いシミュレーションは，各レプリカが異なったエ

ネルギー領域をカバーするマルチカノニカルシミュレーションを実行するレプ

リカ交換シミュレーションである．

このレプリカ交換シミュレーションのレプリカ数をMとする．ここでは，そ

れぞれのレプリカには（温度ではなく）異なったエネルギー領域をカバーする一

つのマルチカノニカル重み因子が対応する．マルチカノニカルシミュレーショ

ンは従来のカノニカルシミュレーションより幅広いエネルギー領域をカバーす

るので，MUCAREMに必要なレプリカ数は普通の REMよりはるかに少なく

て済む（つまり，(M� M が成り立つ）．ここで，M は普通のレプリカ交換

シミュレーションでMUCAREMと同じエネルギー領域をカバーするのに必要

なレプリカ数のことである．この拡張アンサンブルの重み因子は以下で与えら

れる（式 (1.125)参照）．

WMUCAREM (X) =
M
Y

i=1

W
{m(i)}
MUCA

“

E
“

x
[i]
m(i)

””

=
M
Y

m=1

W
{m}
MUCA

“

E
“

x[i(m)]
m

””

,

(1.140)

ここで，マルチカノニカル重み因子（よって，状態密度）は違う領域について

別々に準備する（式.(1.91)参照）．

W
{m}
MUCA

“

E
“

x[i]
m

””

= exp
h

−βmE{m}
MUCA

“

E
“

x[i]
m

””i

≡ 1

n{m}
“

E
“

x
[i]
m

”” .
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(1.141)

ここで，M個の任意の参照温度 Tm (= 1/kBβm) (m = 1, · · · ,M)を用意し

たが，式.(1.141)の２つ目の等式から分かるように，最終結果はこれらの温度

の値には依らないはずである（これらの参照温度は分子動力学法に基づく場合

のみ必要である）．

それぞれのマルチカノニカル重み因子W
{m}
MUCA(E)または状態密度 n{m}(E)

は以下で定義される．それぞれの m (= 1, · · · ,M) の値について，温度対

(T
{m}
L , T

{m}
H ) を用意する．ここで，T {m}

L < T
{m}
H を仮定し，温度分布が隣

り合う領域において十分な重なりを持つようにする．今，一般性を失うことな

く，T {1}
L < · · · < T

{M}
L と T

{1}
H < · · · < T

{M}
H を仮定することができる．そ

して，以下の量を定義する．
8

<

:

E
{m}
L = < E >TL

{m} ,

E
{m}
H = < E >TH

{m} , (m = 1, · · · ,M) .
(1.142)

今，対象としている全エネルギー領域 (E
{1}
L < E < E

{M}
H )において，マル

チカノニカル重み因子WMUCA(E)（または，式 (1.92)のマルチカノニカルポ

テンシャルエネルギー EMUCA(E;T0)）が得られているとする．すると，それ

ぞれのm (= 1, · · · ,M)について，以下のマルチカノニカルポテンシャルエネ

ルギーが定義できる [30]．

E{m}
MUCA(E) =

8

>

>

>

>

>

<

>

>

>

>

>

:

∂EMUCA(E
{m}
L ;Tm)

∂E

“

E − E{m}
L

”

+ EMUCA

“

E
{m}
L ;Tm

”

, for E < E
{m}
L ,

EMUCA(E;Tm) , for E
{m}
L ≤ E ≤ E{m}

H ,

∂EMUCA(E
{m}
H ;Tm)

∂E

“

E − E{m}
H

”

+ EMUCA

“

E
{m}
H ;Tm

”

, for E > E
{m}
H .

(1.143)

モンテカルロ法においては，MUCAREMの重み因子は式.(1.143)の E{m}
MUCA
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を式 (1.141)に代入することによって以下のように得られる [30, 26]．

W
{m}
MUCA(E) =

8

>

>

>

>

<

>

>

>

>

:

exp
“

−β{m}
L E

”

, for E < E
{m}
L ,

1

n(E)
, for E

{m}
L ≤ E ≤ E{m}

H ,

exp
“

−β{m}
H E

”

, for E > E
{m}
H .

(1.144)

ここで，β{m}
L = 1/kBT

{m}
L ，β{m}

H = 1/kBT
{m}
H である．

MUCAREMシミュレーションは次の二つのステップを交互に繰り返すこと

によって実行される．

1. 各レプリカ i (i = 1, · · · ,M) において，それぞれ，一定のマルチカノニ

カル重み因子W
{m}
MUCA(E) (m = 1, · · · ,M) に基づくMCまたはMDシ

ミュレーションを同時にあるステップ数実行する．

2.（m番目と (m+1)番目の）隣接したマルチカノニカルアンサンブルに対応す

るレプリカ対（iと j）を交換する．つまり，X =
n

· · · , x[i]
m , · · · , x[j]

m+1, · · ·
o

−→

X ′ =
n

· · · , x[j]
m , · · · , x[i]

m+1, · · ·
o

を考える．このレプリカ交換の遷移確率

は以下のメトロポリス判定で与えられる．

w(X → X ′) = min (1, exp (−∆)) . (1.145)

ここで，式.(1.133)から以下が成り立つ [30]．

∆ = βm

n

E{m}
MUCA

“

E
“

q[j]
””

− E{m}
MUCA

“

E
“

q[i]
””o

− βm+1

n

E{m+1}
MUCA

“

E
“

q[j]
””

− E{m+1}
MUCA

“

E
“

q[i]
””o

.
(1.146)

また，E
“

q[i]
”

と E
“

q[j]
”

はそれぞれ i番目のレプリカと j 番目のレプリ

カのポテンシャルエネルギーである．

m 6= n.の場合，E{m}
MUCA(E)と E{n}

MUCA(E)は一般に異なる関数なので，式

(1.146)において，マルチカノニカルポテンシャルエネルギー E{m}
MUCA(E(q[j]))

と E{m+1}
MUCA(E(q[i]))を新たに計算しなければならないことに注意されたい．

この方法においては，m 番目のマルチカノニカルアンサンブルは，実際に

は，E < E
{m}
L の領域では温度 T = T

{m}
L のカノニカルシミュレーション，
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E
{m}
L ≤ E ≤ E

{m}
H の領域ではマルチカノニカルシミュレーション，そし

て， E > E
{m}
H の領域では温度 T = T

{m}
H のカノニカルシミュレーショ

ンを実行することになる．一方，レプリカ交換によって，全エネルギー領域

(E
{1}
L ≤ E ≤ E{M}

H ) がサンプルされることになる．

任意の中間の温度 T におけるカノニカル分布を得るためには，多ヒストグ

ラム再重法がここでも利用される．マルチカノニカル重み因子 W
{m}
MUCA(E)

(m = 1, · · · ,M) で得られたポテンシャルエネルギー分布のヒストグラムと

全サンプル数を，それぞれ Nm(E) と nm とする．物理量 A の任意の温度 T

(= 1/kBβ) における期待値は式.(1.99)で与えられるが，その式中の状態密度

n(E)の最適解は以下の二つのWHAM方程式を自己無撞着に逐次的に解くこ

とによって得られる [30]．

n(E) =

M
X

m=1

Nm(E)

M
X

m=1

nm exp(fm)W
{m}
MUCA(E)

=

M
X

m=1

Nm(E)

M
X

m=1

nm exp
“

fm − βmE{m}
MUCA(E)

”

,

(1.147)

また，それぞれのm (= 1, · · · ,M)について，

exp(−fm) =
X

E

n(E)W
{m}
MUCA(E) =

X

E

n(E) exp
“

−βmE{m}
MUCA(E)

”

.

(1.148)

ここでは，式 (1.118)と式 (1.119)の中のボルツマン因子 exp(−βmE)の代わ

りにW
{m}
MUCA(E)が使われていることに注意されたい．

更に，（ポテンシャルエネルギーの関数で表せないものを含む）一般の物理量

Aの任意の温度 T (= 1/kBβ)における期待値は，シミュレーションの途中の

状態（全粒子の座標）をある間隔で保存することによって，以下のように計算

することができる．まず，式 (1.147)と式 (1.148)を自己無撞着に逐次的に解

くことによって，fm (m = 1, · · · ,M)を得る．すると，以下の式で任意の温度
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における期待値が求められる [26]．

< A >T =

M
X

m=1

nm
X

k=1

A(xm(k))
1

M
X

`=1

n` exp(f`)W
{`}
MUCA(E(xm(k)))

exp [−βE(xm(k))]

M
X

m=1

nm
X

k=1

1
M
X

`=1

n` exp(f`)W
{`}
MUCA(E(xm(k)))

exp [−βE(xm(k))]

,

(1.149)

ここで，xm(k) (k = 1, · · · , nm) はそれぞれのマルチカノニカル重み因子

W
{m}
MUCA(E) (m = 1, · · · ,M) に基づくマルチカノニカルシミュレーション

によって別々に得られた k番目のMC (または，MD)のステップにおける状態

（全粒子の座標）であり，nm はその総数である．

同様に，MUCAREM においてマルチカノニカル法を焼き戻し法で置き換

えるのが，焼き戻しレプリカ交換法（simulated tempering replica-exchange

method: STREM） [33] である．STREMでは最後の長いシミュレーション

は，各レプリカが異なった温度領域をカバーする焼き戻しシミュレーションを

実行するレプリカ交換シミュレーションである．

マルチカノニカル重み因子や焼き戻し重み因子が求まれば，従来のマルチカ

ノニカルシミュレーションや焼き戻しシミュレーションで十分のようにも思え

るが，この新手法で更にまたレプリカ交換を導入する理由は，普通のモンテカ

ルロや分子動力学シミュレーションは配位の局所的な変更（local update）し

かしないのに対し，レプリカ交換の操作は大局的な変更（global update）を可

能にするからである．これによって，配位空間の探索効率を大幅に上げること

が期待できるわけである．

最後に，MUCAREMと STREMは次節で紹介する，多次元レプリカ交換法

[34]の特別な例であるということをコメントしておく．
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1.5 多次元拡張アンサンブル法の一般定式化

前々節では，広く使われている三つの拡張アンサンブル法（マルチカノニカ

ル法，焼き戻し法，レプリカ交換法）を紹介した．これらの手法は，ポテンシャ

ルエネルギーまたはそれと共役関係にある温度の酔歩を実現して，シミュレー

ションがエネルギー極小状態に留まるのを避ける手法であるが，本節では，こ

れらの三手法の多次元（多変数）への拡張版を紹介する [21]．これらの手法で

は，温度やポテンシャルエネルギーばかりでなく，任意の系のパラメータやそ

の共役量の酔歩を実現して，構造空間の探索効率の更なる向上を図る．

1.5.1 一般化されたポテンシャルエネルギー

L個のパラメータ λ = (λ(1), · · · , λ(L))に依存する，状態 xにおける一般化

されたポテンシャルエネルギー Eλ(x)を考える．一般には，Eλ(x)は λの任

意の関数であっても良いが，ここでは，簡単のために，以下の特別な関数形を

考える．

Eλ(x) = E0(x) + Vλ(x) ,

Vλ(x) =
L
X

`=1

λ(`)V`(x) .
(1.150)

ここでは，(L+ 1)個のエネルギー項がある．すなわち， E0(x)と V`(x) (` =

1, · · · , L)である．また，λ(`) は V`(x)に対する結合定数である．

運動量の自由度を積分してしまったあと，温度の値が T，パラメータの値が

λのときの系の分配関数は以下で与えられる．

Z(T,λ) =

Z

dx exp
`

−βEλ(x)
´

=

Z

dE0dV1 · · · dVL n(E0, V1, · · · , VL) exp
`

−βEλ
´

,
(1.151)

ここで，n(E0, V1, · · · , VL)は多次元の状態密度であり，以下で定義される．

n(E0, V1, · · · , VL) =

Z

dx δ(E0(x)− E0)δ(V1(x)− V1) · · · δ(VL(x)− VL) .

(1.152)
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ここで，状態を指定する変数 xが離散的な値を取るときは，この式の積分が和

で表される．

式 (1.150)のような表示は計算機シミュレーションではよく使われる．例えば，

スピン系のシミュレーションでは，L = 1として，状態 xは x = {S1, S2, · · · }で

指定することができる．ここで，Skは k番目のスピンを表す．そして，E0(x)と

V1(x)はそれぞれ，ゼロ場項と外場 λ(1)の影響下の磁化項と考えることができる．

特に，イジング模型の場合は，E0 = −J
P

<i,j> SiSj，V1 = −
P

i Si，λ(1) = h

で与えられる（hは外部磁場である）．また，分子シミュレーションにおける傘サ

ンプル法（umbrella sampling: US）[35] では，E0(q)は元々のポテンシャルエ

ネルギー，V`(q) (` = 1, · · · , L) は結合パラメータ λ(`)（λ = (λ(1), · · · , λ(L))）

を持つ傘ポテンシャルである．ここで，状態は x = {q} = {q1, · · · , qN} で指

定されるが，qk は k番目の粒子の座標ベクトルである（N は全粒子数）．更に

は，定圧定温アンサンブルにおける分子シミュレーションでは，E0(x)と V1(x)

（ここでは，L = 1）はそれぞれ，ポテンシャルエネルギー E と体積 V に対応

し，後者には圧力P が掛っている．つまり，系の状態は x = {q,V}で指定され，

E0 = E，V1 = V，λ(1) = P と書くことができる．すなわち，Eλ (= E +PV)

は運動エネルギーからの寄与を無視した「エンタルピー」である．また，グラ

ンドカノニカルアンサンブルのシミュレーションでは，状態は x = {q,N} で

指定される（N は粒子数）．そして，E0(x)と V1(x)（ここでも，L = 1）はそ

れぞれ，ポテンシャルエネルギー E と全粒子数 N に対応し，後者には化学ポ

テンシャル µが掛っている．つまり，E0 = E，V1 = N，λ(1) = −µと書くこ

とができる．

上で述べたようなよく知られた統計力学的アンサンブルから離れて，任意の

物理量またはその関数を追加ポテンシャルエネルギー V` として導入すること

ができる．例えば，V` はスピングラスの系の参照状態とのオーバーラップとし

てもよいし，分子系の末端間距離や慣性半径としてもよい．そのような場合は，

結合定数 λ(`) の取り得る値の範囲を，新しいエネルギー項 λ(`)V` の値が元々

のポテンシャルエネルギー E0 と大体同じオーダーの値になるように，微調整

する必要がある．そうすることによって，E0 空間ばかりでなく V` 空間での酔

歩を実現したいのである．以下に紹介する多次元の REM，ST，MUCAはこ
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のような多次元の酔歩を可能にする．

1.5.2 多次元レプリカ交換法

まず，レプリカ交換法の多次元（多変数）への拡張版の一般定式化である，多次

元レプリカ交換法（multidimensional replica-exchange method: MREM）[34]

を紹介しよう（温度以外のパラメータを交換する場合は，特に，ハミルトニアン

レプリカ交換法とも呼ばれる [36]）．この手法の開発に至った重要なポイントは，

M 個のレプリカが相互作用しない限り，各レプリカのハミルトニアン H(q, p)

は同一である必要がないということである．例えば，ハミルトニアンはあるパラ

メータに依存し，それぞれのレプリカが違うパラメータ値をとっていても良いこ

とになる．MREMの系は相互作用しないM 個の元々の系のコピー（レプリカ）

からなり，それぞれのレプリカが違うパラメータ値Λm (m = 1, · · · ,M)におけ

る「カノニカルアンサンブル」を構成する．ここで，M = M0×M1×· · ·×ML

であり，

Λm ≡ (Tm0 ,λm) ≡ (Tm0 , λ
(1)
m1 , · · · , λ

(L)
mL

) , (1.153)

と書くことができる．また，それぞれのパラメータのラベルは以下のように書

ける．
8

<

:

m0 = 1, · · · ,M0 ,

m` = 1, · · · ,M` , (` = 1, · · · , L) .
(1.154)

従来のレプリカ交換法では，レプリカ iと温度 Tmが１対１対応しているのに対

し，ここでは，レプリカ iと「パラメータセット」Λm が１対１対応している．

従来のレプリカ交換法のパラメータ空間が１次元（Λm = Tm）であるので，こ

の手法はその多次元（つまり，(L+ 1)次元）への拡張版ということができる．

さて，レプリカ同士は相互作用しないので，状態X の重み因子は各レプリカ

に対応するボルツマン因子の積で以下のように与えられる（式 (1.125)参照）．

WMREM ≡
M0
Y

m0=1

M1
Y

m1=1

· · ·
ML
Y

mL=1

exp
“

−βm0Eλm

”

. (1.155)
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よって，従来のレプリカ交換の採択判定式を導いたのと同じことをすることに

よって，パラメータ値 Λm をもつレプリカ iとパラメータ値 Λn をもつレプリ

カ j を交換する遷移確率は以下で与えられる．

w
“

x
[i]

Λm

˛

˛

˛

x
[j]

Λn

”

= min (1, exp(−∆)) . (1.156)

ここでは ∆は以下のようになる（式 (1.133)参照）．

∆ = βm0

“

Eλm

“

q[j]
”

− Eλm

“

q[i]
””

−βn0

“

Eλn

“

q[j]
”

− Eλn

“

q[i]
””

.

(1.157)

一般に，Eλm
とEλn

は違う関数なので，新たに，交換後のEλm
(q[j])とEλn

(q[i])

を評価する必要があることに注意されたい．

一般性を失うことなく，(L + 1)個のパラメータの大きさが次のようになっ

ていると仮定できる．T1 < T2 < · · · < TM0，λ
(`)
1 < λ

(`)
2 < · · · < λ

(`)
M`

(` = 1, · · · , L)．MREMシミュレーションは，次の二つのステップを交互に繰

り返すことで実行される．

1. 　各レプリカ i (i = 1, · · · ,M)において，一定のパラメータ値 Λm (m =

1, · · · ,M)をもつ従来の「カノニカル」MCまたはMDシミュレーション

を同時にあるステップ数実行する．

2. 隣接したパラメータ値（Λm とΛm+1）に対応するレプリカ対（iと j）を

以下の遷移確率で交換する．

w

„

x
[i]

Λm

˛

˛

˛

˛

x
[j]

Λm+1

«

= min (1, exp(−∆)) , (1.158)

ここで，T 交換の場合は

∆ = (βm0 − βm0+1)
“

Eλm

“

q[j]
”

− Eλm

“

q[i]
””

, (1.159)

であり，λ(`) 交換 (`は ` = 1, · · · , Lの中から一つの値を選んでいる)の場

合は

∆ = βm0

h“

Eλm`

“

q[j]
”

− Eλm`

“

q[i]
””

−
“

Eλm`+1

“

q[j]
”

− Eλm`+1

“

q[i]
””i

,
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(1.160)

で与えられる．また，q[i] と q[j] はそれぞれ，レプリカ交換前のレプリカ i

とレプリカ j の粒子の座標である．

ここでは，レプリカ交換率を上げるために，それぞれ一つだけのパラメータの

隣接値だけを交換して，それ以外のパラメータ値はレプリカ対間で同じにとっ

ている．すなわち，T 交換の場合は，
8

<

:

Λm　 ≡ (Tm0 ,λm) ≡ (Tm0 , λ
(1)
m1 , · · · , λ

(L)
mL) ,

Λm+1　 ≡ (Tm0+1,λm) ≡ (Tm0+1, λ
(1)
m1 , · · · , λ

(L)
mL) ,

(1.161)

と温度の値だけが違っており，λ(`) 交換 の場合は，
8

<

:

Λm　 ≡ (Tm0 ,λm) ≡ (Tm0 , λ
(1)
m1 , · · · , λ

(`)
m` , · · · , λ

(L)
mL) ,

Λm+1　 ≡ (Tm0 ,λm+1) ≡ (Tm0 , λ
(1)
m1 , · · · , λ

(`)
m`+1, · · · , λ

(L)
mL) ,

(1.162)

と λ(`) の値だけが違っている．

特に，ポテンシャルエネルギーEλm`
とEλm`+1

が似た関数である場合，λ(`)

交換は，式 (1.162)とともに，「隣合う」ポテンシャルエネルギーについて，以

下の形でも行うことができる．

8

<

:

Λm　 ≡ (Tm0 ,λm) ≡ (Tm0 , λ
(1)
m1 , · · · , λ

(`)
m` , λ

(`+1)
m`+1 , · · · , λ

(L)
mL) ,

Λm+1, ≡ (Tm0 ,λm+1) ≡ (Tm0 , λ
(1)
m1 , · · · , λ

(`+1)
m`+1 , λ

(`)
m` , · · · , λ

(L)
mL) ,

(1.163)

以下で紹介するレプリカ交換傘サンプル法では，この λ(`) 交換を行う．

1.5.3 多次元焼き戻し法

次に，多次元焼き戻し法（multidimensional simulated tempering: MST）

の一般定式化 [21]を紹介する．この手法では，温度 T とパラメータ λの酔歩

が実現される．全パラメータセットΛ = (T,λ) ≡ (T, λ(1), · · · , λ(L)) が動的変

数となって，シミュレーション中に状態とパラメータセットが以下の重み因子
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に従って更新されていく．

WMST (Λ) ≡ exp
`

−βEλ + f(Λ)
´

, (1.164)

ここで，関数 f(Λ) = f(T,λ)は Λの確率分布が一様になるように選ばれる．

PMST (Λ) =

Z

dE0dV1 · · · dVL n(E0, V1, · · · , VL) exp
`

−βEλ + f(Λ)
´

≡ constant .

(1.165)

すなわち，焼き戻し法のパラメータ f(Λ)は「無次元化されたヘルムホルツ自

由エネルギー」である．

exp (−f(Λ)) ∝
Z

dE0dV1 · · · dVL n(E0, V1, · · · , VL) exp(−βEλ) . (1.166)

実際の数値計算においては，パラメータセットΛをM(= M0 ×M1 × · · · ×

ML) 個の値 Λm ≡ (Tm0 ,λm) ≡ (Tm0 , λ
(1)
m1 , · · · , λ

(L)
mL) に離散化する（m0 =

1, · · · ,M0,m` = 1, · · · ,M` (` = 1, · · · , L)）．そして，パラメータの大小関係

は以下のようになっているとする．T1 < T2 < · · · < TM0，λ
(`)
1 < λ

(`)
2 < · · · <

λ
(`)
M`

(` = 1, · · · , L)． すると，自由エネルギー f(Λm) は fm0,m1,··· ,mL =

f(Tm0 , λ
(1)
m1 , · · · , λ

(L)
mL)で与えられる．

初期状態とパラメータの初期値がセットされたら，多次元焼き戻しシミュレー

ションは以下の二つのステップを交互に繰り返すことによって実行される．

1. 固定されたパラメータ値Λm = (Tm0 ,λm) = (Tm0 , λ
(1)
m1 , · · · , λ

(L)
mL)を持つ

重み因子 exp(−βm0Eλm
)に基づく「カノニカル」MCまたはMDシミュ

レーションを数ステップ実行する（固定された Λm では，式 (1.164)）の

f(Λm)は定数であり，寄与しない）．

2. 状態と他のパラメータ値を固定したまま，パラメータセットΛm を新しい

値Λm±1に更新する．このパラメータ更新の遷移確率は以下で与えられる．

w
“

xΛm
→ xΛm±1

”

= min

„

1,
WMST (Λm±1)

WMST (Λm)

«

= min (1, exp (−∆)) .
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(1.167)

ここで，パラメータセットの更新には二つの可能性がある．すなわち，T

更新と λ(`)更新である．T 更新では，Λm±1 = (Tm0±1,λm)であり，以下

が得られる．

∆ = (βm0±1 − βm0)Eλm
−(fm0±1,m1,··· ,mL − fm0,m1,··· ,mL) . (1.168)

また，λ(`)更新では（` = 1, · · · , Lの中の一つの `を選んでいる），Λm±1 =

(Tm0 ,λm`±1)であり，以下が得られる．

∆ = βm0(Eλm`±1
− Eλm`

)− (fm0,··· ,m`±1,··· − fm0,··· ,m`,···) ,

(1.169)

ここで，λm`±1 = (· · · , λ(`−1)
m`−1 , λ

(`)
m`±1, λ

(`+1)
m`+1 , · · · )，λm` = (· · · , λ(`−1)

m`−1 , λ
(`)
m` , λ

(`+1)
m`+1 , · · · )

である．特に，ポテンシャルエネルギー Eλm`
と Eλm`±1

が似た関数であ

る場合，λ(`)更新は，上の更新とともに，「隣合う」ポテンシャルエネルギー

への更新をしても良い（式 (1.163)参照）．

1.5.4 多次元マルチカノニカル法

更に，多次元マルチカノニカル法（multidimensional multicanonical algo-

rithm: MMUCA）の一般定式化 [21]を紹介する．この手法では，E0(x)と V`(x)

(` = 1, · · · , L)の (L+ 1)次元空間の酔歩が実現される．

多次元マルチカノニカルアンサンブルでは，各状態が重み因子WMMUCA(E0, V1, · · · , VL)

に基づき，E0 と V1, · · · , VL の一様エネルギー分布が得られる．

PMMUCA(E0, V1, · · · , VL) ∝ n(E0, V1, · · · , VL)WMMUCA(E0, V1, · · · , VL)

≡ constant ,

(1.170)

ここで，n(E0, V1, · · · , VL) は多次元状態密度である．この式から以下が得ら
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れる．

WMMUCA(E0, V1, · · · , VL) ≡ exp (−βaEMMUCA(E0, V1, · · · , VL))

∝ 1

n(E0, V1, · · · , VL)
,

(1.171)

つまり，任意の参照温度 Ta = 1/kBβaを導入し，重み因子をボルツマン因子様

の形に書いた．ここで，「マルチカノニカルポテンシャルエネルギー」は以下で

定義される．

EMMUCA(E0, V1, · · · , VL;Ta) ≡ kBTa log n(E0, V1, · · · , VL) . (1.172)

多次元マルチカノニカルMCシミュレーションは以下のメトロポリスの遷移確

率で実行される．すなわち，エネルギー値 Eλ = E0 +
PL

`=1 λ
(`)V` をもつ状

態 xからエネルギー値 Eλ
′ = E0

′ +
PL

`=1 λ
(`)V`

′ をもつ状態 x′ への遷移確率

は以下で与えられる．

w(x→ x′) = min

„

1,
WMMUCA(E0

′, V1
′, · · · , VL

′)

WMMUCA(E0, V1, · · · , VL)

«

= min

„

1,
n(E0, V1, · · · , VL)

n(E0
′, V1

′, · · · , VL
′)

«

.
(1.173)

多次元マルチカノニカルアンサンブル上のMD法も式.(1.171) から自然な拡

張として得られ，従来の温度 T = Ta における一定温度のMDシミュレーショ

ンが式.(1.82)において全ポテンシャルエネルギー Eλ をマルチカノニカルポテ

ンシャルエネルギー EMMUCA で置き換えることによって実行される．

ṗk = − ∂EMMUCA(E0, V1, · · · , VL;Ta)

∂qk

− ṡ

s
pk . (1.174)

ここで，MMUCAシミュレーションの E0 と V` の酔歩は，MREMやMST

シミュレーションの β と βλ(`) の酔歩に以下のようにそれぞれ対応している．
8

<

:

E0 ←→ β ,

V` ←→ βλ(`) , (` = 1, · · · , L) .
(1.175)

これらは共役関係にあるといえる．
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1.5.5 多次元焼き戻し法および多次元マルチカノニカル法の重み因子の決定法

前の三つの節で紹介された三つの多次元拡張アンサンブル法の一般定式化の

うち，多次元レプリカ交換法のみ，ほとんど準備なしで実行できる．それは，多

次元レプリカ交換法の重み因子はいつものボルツマン因子の積で与えられるの

で，既に分かっているからである．一方，多次元焼き戻し法と多次元マルチカ

ノニカル法では，重み因子は前もって分かっているわけではなく，短い試行シ

ミュレーションで決める必要がある．ここでは，上の節で紹介した，RESTお

よび REMUCAにおける重み因子決定法を多次元へ一般化する [21]．

まず，M(= M0 × M1 × · · · × ML) 個の違うパラメータセットの値 Λm

(m = 1, · · · ,M)に対応するM 個のレプリカを持つ，短い多次元レプリカ交換

シミュレーションを実行する．Nm0,m1,··· ,mL(E0, V1, · · · , VL)と nm0,m1,··· ,mL

を，それぞれ，パラメータセット値Λm = (Tm0 , λ
(1)
m1 , · · · , λ

(L)
mL) におけるこの

試行シミュレーションで得られたポテンシャルエネルギーの (L+1)次元ヒスト

グラムと総サンプル数とする．一般化された多ヒストグラム再重法のWHAM

方程式の二式は以下で与えられる [21]．

n(E0, V1, · · · , VL) =

X

m0,m1,··· ,mL

Nm0,m1,··· ,mL(E0, V1, · · · , VL)

X

m0,m1,··· ,mL

nm0,m1,··· ,mL exp
“

fm0,m1,··· ,mL − βm0Eλm

” ,

(1.176)

exp(−fm0,m1,··· ,mL) =
X

E0,V1,··· ,VL

n(E0, V1, · · · , VL) exp
“

−βm0Eλm

”

.

(1.177)

ここで，状態密度n(E0, V1, · · · , VL)はパラメータセットΛm = (Tm0 , λ
(1)
m1 , · · · , λ

(L)
mL)

に依存しないことに注意されたい．無次元化された自由エネルギー fm0,m1,··· ,mL

（すなわち，多次元焼き戻し法の重み因子のパラメータ）と状態密度n(E0, V1, · · · , VL)

（すなわち，多次元マルチカノニカル法の重み因子の逆数）は式.(1.176) と式

(1.177)を自己無撞着に逐次的に解くことによって得られる．



pLATEX2ε: root-okamoto-rev2 : 2012/11/13(22:25)

68 第 1 章 拡張アンサンブルの方法

1.5.6 多次元拡張アンサンブル法における物理量の期待値の計算

ここで，多次元拡張アンサンブル法の結果から任意の温度 T と任意のパラ

メータ値 λ における期待値を求める方法を示す．これらは，上で述べた「一次

元」の拡張アンサンブル法における方法の多次元への一般化である．

温度を含めたパラメータセットの値Λm (m = 1, · · · ,M)はΛm ≡ (Tm0 ,λm) ≡

(Tm0 , λ
(1)
m1 , · · · , λ

(L)
mL) [m0 = 1, · · · ,M0, m` = 1, · · · ,M` (` = 1, · · · , L)

，M(= M0 ×M1 × · · · ×ML)]のように書ける．長いMREMまたはMSTシ

ミュレーションのあと，物理量 Aのパラメータセット値 Λm (m = 1, · · · ,M)

における「カノニカルアンサンブル」の期待値は以下のいつもの算術平均で与

えられる．

< A >
Tm0 ,λm

=
1

nm

nm
X

k=1

A (xm(k)) , (1.178)

ここで，xm(k) (k = 1, · · · , nm)は，パラメータセットの値 Λm で得られた状

態であり，nmはその総サンプル数である (m = 1, · · · ,M)．任意の中間のパラ

メータセットの値 T (= 1/kBβ)と λにおけるAの期待値は以下で与えられる．

< A >
T,λ =

X

E0,V1,··· ,VL

A(E0, V1, · · · , VL)n(E0, V1, · · · , VL) exp
`

−βEλ
´

X

E0,V1,··· ,VL

n(E0, V1, · · · , VL) exp
`

−βEλ
´

,

(1.179)

ここで，状態密度 n(E0, V1, · · · , VL)は多ヒストグラム再重法から得られる．す

なわち，まず，長いMREMまたはMSTシミュレーションの結果から，式 (1.176)

中のポテンシャルエネルギーのヒストグラムNm0,m1,··· ,mL(E0, V1, · · · , VL)と

サンプル総数 nm0,m1,··· ,mL を求める．状態密度 n(E0, V1, · · · , VL) と無次元

化された自由エネルギー fm0,m1,··· ,mL は，式 (1.176)と式 (1.177)を自己無撞

着に逐次的に解くことによって得ることができる．そして，得られた状態密度

n(E0, V1, · · · , VL)を式 (1.179)に代入することによって，任意の T と任意の λ

における物理量 Aの期待値が得られるわけである．

更に，（E0 または V` (` = 1, · · · , L)の関数として表せない場合を含む） 一

般の物理量 A の期待値はシミュレーションで得られる途中の状態から求め
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ることができる [21]．すなわち，まず，それぞれの (m0 = 1, · · · ,M0,m1 =

1, · · · ,M1, · · · ,mL = 1, · · · ,ML) について，式 (1.176)と式 (1.177)を自己無

撞着に解いて fm0,m1,··· ,mL を求める．すると，任意の T と任意の λにおける

物理量 Aの期待値は以下で与えられる．

< A >
T,λ =

M0
X

m0=1

· · ·
ML
X

mL=1

X

xm

A(xm)
exp

`

−βEλ(xm)
´

M0
X

n0=1

· · ·
ML
X

nL=1

nn0,··· ,nL exp
“

fn0,··· ,nL − βn0Eλn
(xm)

”

M0
X

m0=1

· · ·
ML
X

mL=1

X

xm

exp
`

−βEλ(xm)
´

M0
X

n0=1

· · ·
ML
X

nL=1

nn0,··· ,nL exp
“

fn0,··· ,nL − βn0Eλn
(xm)

”

,

(1.180)

ここで，xmはパラメータセットの値がΛm = (Tm0 ,λm) = (Tm0 , λ
(1)
m1 , · · · , λ

(L)
mL)

のときに得られた状態である．また，xm はそれぞれの Λm について別々に保

存されることに注意されたい．

多次元マルチカノニカル法については以下のようになる．重み因子WMMUCA(E0, · · · , VL)

に基づく長いMMUCAシミュレーションの結果から，任意の T と任意のλにお

ける物理量Aの期待値は式 (1.179)で与えられるが，式中の状態密度は，単ヒスト

グラム再重法によって以下のように求められる．NMMUCA(E0, V1, · · · , VL)を

ポテンシャルエネルギーの分布 PMMUCA(E0, V1, · · · , VL)のMMUCAシミュ

レーションから得られたヒストグラムとするとき，状態密度 n(E0, V1, · · · , VL)

の最適解は以下で与えられる．

n(E0, V1, · · · , VL) =
NMMUCA(E0, V1, · · · , VL)

WMMUCA(E0, · · · , VL)
. (1.181)

更に，（E0 または V` (` = 1, · · · , L)の関数として表せない場合を含む） 一

般の物理量 Aの期待値はシミュレーションで得られる途中の状態から以下の式
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で求められる．

< A >
T,λ=

ns
X

k=1

A(xk)W−1
MMUCA(E0(xk), · · · , VL(xk)) exp

`

−βEλ(xk)
´

ns
X

k=1

W−1
MMUCA(E0(xk), · · · , VL(xk)) exp

`

−βEλ(xk)
´

.

(1.182)

ここで，xk は k番目のMC (または MD)ステップにおける状態であり，ns は

保存された状態の総数である．

1.6 多次元拡張アンサンブル法の具体例

前節では，広く使われている三つの拡張アンサンブル法（マルチカノニカル

法，焼き戻し法，レプリカ交換法）の多次元（多変数）への拡張版の一般的な

定式化を与えた．ここでは，この一般定式化の具体的な例を幾つか紹介する．

1.6.1 レプリカ交換自由エネルギー摂動法とレプリカ交換傘サンプル法

多次元レプリカ交換法は，例えば，自由エネルギー計算に使うことができる．

まず，自由エネルギー摂動法的扱いに基づく，レプリカ交換自由エネルギー摂動

法（replica-exchange free energy perturbation: REFEP）[34]を述べる．こ

こでは，ポテンシャルエネルギーを以下で与える．

Eλ(q) = EI(q) + λ (EF (q)− EI(q)) . (1.183)

ここで，EI と EF はそれぞれ「野生型」分子と「突然変異型」分子のポテン

シャルエネルギーである．これが式 (1.150)と同じ形をしていることに注意さ

れたい（L = 1, V1 = EF − EI，λ(1) = λに対応している）．

多次元レプリカ交換シミュレーションは M 個の異なるパラメータ Λm =

(Tm, λm) を持つ M 個のレプリカについて実行される．ここで，Eλ=0(q) =

EI(q) ，Eλ=1(q) = EF (q) であるから，十分なレプリカ交換が実現されるた

めには，0 と 1 の間に十分な数の λm を用意する必要がある．この多次元レ
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プリカ交換シミュレーションの結果，エネルギー分布として，M 個のヒスト

グラム Nm(EI , EF − EI)（または，同等な量として，Nm(EI , EF )）が得ら

れる．温度 T における，突然変異に関するヘルムホルツ自由エネルギーの差

∆F ≡ Fλ=1 − Fλ=0 は以下の式から求めることができる．

exp(−β∆F ) =
ZT,λ=1

ZT,λ=0
=

X

EI ,EF

PT,λ=1(EI , EF )

X

EI ,EF

PT,λ=0(EI , EF )
. (1.184)

ここで，確率分布 PT,λ(EI , EF ) = n(EI , EF ) e−βEλ は式 (1.176)と式 (1.177)

の多ヒストグラム再重法から得られる．

もう一つ，今度は傘サンプル法に基づく自由エネルギーの計算法を紹介しよ

う．よって，レプリカ交換傘サンプル法（replica-exchange umbrella sampling:

REUS）[34] と呼ぶことができる．ポテンシャルエネルギーは式 (1.150)で与

えられ，以下のように書ける．

Eλ(q) = E0(q) + Vλ(q) = E0(q) +
L
X

`=1

λ(`)V`(q) . (1.185)

ここで，E0(q)は元々のポテンシャルエネルギーであり，V`(q) (` = 1, · · · , L)

は結合パラメータ λ(`) （λ = (λ(1), · · · , λ(L))）を持つ傘ポテンシャルである．

反応座標（reaction coordinate）ξ を導入することによって，傘ポテンシャル

は普通次のような調和振動子のポテンシャルとして表すことが多い．

V`(q) = k` (ξ(q)− d`)
2 , (` = 1, · · · , L) . (1.186)

ここで，d` は拘束ポテンシャルの中点であり，k` は拘束ポテンシャルの強度

（バネ定数）を表す．そして，M 個の異なるパラメータセットΛm = (Tm,λm)

に対応するM 個のレプリカを用意して，多次元レプリカ交換シミュレーショ

ンを実行する．

レプリカ交換傘サンプル法の実現例として，以下の２例についてもう少し詳

しく述べることにする．まず，1個の温度 T と L個の傘ポテンシャルを用意す

る．そして，それぞれのレプリカには 1個の傘ポテンシャルを対応させる（よっ
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て，レプリカの個数はM = L）．このとき，式 (1.185) において λ = λm とす

ると以下が得られる．

λ(`)
m = δ`,m . (1.187)

ここで，δk,l はクロネッカーのデルタ関数である．すると，レプリカ iと j の

（式 (1.185)の）ポテンシャルエネルギーはレプリカ交換の前では次のように書

くことができる．
8

<

:

Eλm
(q[i]) = E0(q

[i]) + Vm(q[i]) ,

Eλm
(q[j]) = E0(q

[j]) + Vm+1(q
[j]) .

(1.188)

また，レプリカ交換の操作は以下のようにポテンシャルエネルギーを置き換え

ることである（式 (1.163）参照）．
8

<

:

Eλm
(q[j]) = E0(q

[j]) + Vm(q[j]) ,

Eλm
(q[i) = E0(q

[i]) + Vm+1(q
[i]) .

(1.189)

よって，このレプリカ交換傘サンプルシミュレーションは，（温度の交換はせず）

「隣接する」傘ポテンシャル Vmと Vm+1 に対応するレプリカ対を交換する操作

を繰り返すことで実現される．このレプリカ交換の操作の採択条件は式 (1.158)

で与えられるが，ここでは式 (1.160) の ∆は以下のようになる（β = 1/kBT

は固定されている）．

∆ = β
h“

Vm

“

q[j]
”

− Vm

“

q[i]
””

−
“

Vm+1

“

q[j]
”

− Vm+1

“

q[i]
””i

. (1.190)

ここで，レプリカ iと j はそれぞれ交換の前に傘ポテンシャル Vm と Vm+1 に

対応していたことになる．

次に，NT 個の温度と L 個の傘ポテンシャルを用意し，レプリカの個数を

M = NT × L とする．すなわち，パラメータセットが一辺の長さがそれぞれ

NT と Lの二次元格子上に値をもつとする．よって，レプリカを特徴づけるパ

ラメータセットに以下のようなラベルを導入することができる．

Λm = (Tm,λm) −→ ΛI,J = (TI ,λJ) .

(m = 1, · · · ,M) (I = 1, · · · , NT , J = 1, · · · , L)
(1.191)
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このとき，ポテンシャルエネルギーは式 (1.188) の中で m → J と置き換えた

形で与えられる. すると，レプリカ交換傘サンプルシミュレーションは以下の

二つのレプリカ交換の操作を交互に繰り返すことによって実現される．

1. 隣接する温度 TI と TI+1 に対応するレプリカ対を交換する（すなわち，そ

れぞれパラメータセットΛI,J とΛI+1,J に対応するレプリカ iと j を交換

する）．（この操作を「T 交換」と呼ぶことにする．）

2.「隣接する」傘ポテンシャル VJ と VJ+1 に対応するレプリカ対を交換する

（すなわち，それぞれパラメータセット ΛI,J と ΛI,J+1 に対応するレプリ

カ iと j を交換する）．（この操作を「λ交換」と呼ぶことにする．）

これらのレプリカ交換の操作の採択条件は式 (1.131)で与えられるが，ここで

は式 (1.146) の ∆は以下のようになる．T 交換については，

∆ = (βI − βI+1)
h“

E0

“

q[j]
”

+ VJ

“

q[j]
””

−
“

E0

“

q[i]
”

+ VJ

“

q[i]
””i

,

(1.192)

であり，λ交換については，

∆ = βI

h“

VJ

“

q[j]
”

− VJ

“

q[i]
””

−
“

VJ+1

“

q[j]
”

− VJ+1

“

q[i]
””i

, (1.193)

である．これらの操作を繰り返すことによって，温度空間および反応座標空間

上の酔歩が得られて，エネルギー極小状態に留まるのを避けられるわけである．

さて，式 (1.186)の傘ポテンシャル V`(q)は全て反応座標 ξ のみの関数であ

るので，エネルギー分布のヒストグラムは NI,J(E0, V1, · · · , VL) の代わりに

NI,J(E0, ξ)をとればよいことになる．ここで，NI,J(E0, ξ)は温度が TI でポテ

ンシャルエネルギーが E0 + VJ のときに得られた E0 と ξ の分布のヒストグラ

ムである (I = 1, · · · , NT , J = 1, · · · , L)．すると，式 (1.176)と式 (1.177)の

WHAM方程式は以下のように書くことができる．

n(E0, ξ) =

NT
X

I=1

L
X

J=1

NI,J(E0, ξ)

NT
X

I=1

L
X

J=1

nI,J efI,J−βI(E0+VJ )

, (1.194)
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e−fI,J =
X

E0,ξ

n(E0, ξ) e
−βI(E0+VJ ) . (1.195)

よって，物理量 Aの傘ポテンシャルによるバイアスを受けていない，元々の系

の任意の温度 T (= 1/kBβ) におけるカノニカルアンサンブル平均は次式で与

えられる．

< A >T =

X

E0,ξ

A(E0, ξ)PT (E0, ξ)

X

E0,ξ

PT (E0, ξ)
. (1.196)

ここで，確率分布 PT (E0, ξ) = n(E0, ξ) e
−βE0 は式 (1.194)と式 (1.195)の多

ヒストグラム再重法から得られる．

傘ポテンシャルによるバイアスを受けていない，元々の系の任意の温度 T に

おける平均力ポテンシャル（potential of mean force: PMF）†2は以下の式で

与えられる．

WT (ξ) = −kBT log

2

4

X

E0

PT (E0, ξ)

3

5 . (1.197)

特に，温度が一つの値 T0 (= 1/kBβ0) に固定されている場合を考えよう

（NT = 1）．このとき，式 (1.194)と式 (1.195)は以下のように書ける．

n(E0, ξ) =

L
X

J=1

NJ(E0, ξ)

L
X

J=1

nJ efJ−β0(E0+VJ )

, (1.198)

e−fJ =
X

E0,ξ

n(E0, ξ) e
−β0(E0+VJ ) . (1.199)

ここで，NJ(E0, ξ)は温度が T0 でポテンシャルエネルギーが E0 + VJ のとき

に得られた E0 と ξ の分布のヒストグラムである (J = 1, · · · , L)．

†2平均力ポテンシャルとは，ここでは反応座標 ξ の関数としてのヘルムホルツ自由エネルギーのこ
とである．
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また，傘ポテンシャルは反応座標 ξ の関数なので，以下のように書ける（式

(1.186)参照）．

VJ(q) = VJ(ξ(q)) , (J = 1, · · · , L) . (1.200)

式 (1.198)の両辺に exp(−β0E0)を掛けて，E0について和を取ると以下が得ら

れる．

X

E0

n(E0, ξ) e
−β0E0 =

X

E0

L
X

J=1

NJ(E0, ξ)e
−β0E0

L
X

J=1

nJ efJ−β0(E0+VJ )

=

L
X

J=1

2

4

X

E0

NJ(E0, ξ)

3

5

L
X

J=1

nJ efJ−β0VJ (ξ)

.

(1.201)

また，式 (1.195)は以下のように書き換えることができる．

e−fJ =
X

ξ

2

4

X

E0

n(E0, ξ) e
−β0E0

3

5 e−β0VJ (ξ) . (1.202)

よって，これらのWHAM方程式は結局以下のように書き換えることができる

[37, 38]．

ρ0(ξ) =

L
X

J=1

NJ(ξ)

L
X

J=1

nJ efJ−β0VJ (ξ)

, (1.203)

e−fJ =
X

ξ

ρ0(ξ) e
−β0VJ (ξ) . (1.204)

ここで，ρ0(ξ)は傘ポテンシャルによるバイアスを受けていない，元々の系の温

度 T0 における反応座標 ξ の確率分布であり，以下で定義される．

ρ0(ξ) ≡
X

E0

n(E0, ξ) e
−β0E0 . (1.205)
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また，NJ(ξ)は（温度 T0 で）ポテンシャルエネルギーが E0(q) + VJ(ξ)のとき

に得られた ξ の分布のヒストグラムで，以下の関係が成り立つ．

NJ(ξ) =
X

E0

NJ(E0, ξ) . (1.206)

更に，nJ は（温度 T0 で）ポテンシャルエネルギーが E0(q) + VJ(ξ)のときに

得られたサンプル（状態）の総数である．

よって，傘ポテンシャルによるバイアスを受けていない，元々の系の温度 T0

における平均力ポテンシャルは以下の式で与えられる．

WT0(ξ) = −kBT0 log ρ0(ξ) . (1.207)

すなわち，温度が固定されている場合は，二次元のヒストグラム NJ(E0, ξ)の

代わりに一次元のヒストグラム NJ(ξ)を考慮するだけで良いことになる．

1.6.2 ファンデルワールスレプリカ交換法

多次元レプリカ交換法のもう一つの例として，ファンデルワールスレプリカ交

換法（van der Waals Replica-Exchange Method: vWREM）[39] を紹介する．

水分子をあらわに取り入れた溶質分子からなる系を考える．このとき，系の

全ポテンシャルエネルギーは以下のように書ける．

Eλ(q) = Ep(qp) + Eps(qp, qs) + Es(qs) , (1.208)

ここで，Ep は溶質の原子だけについてのポテンシャルエネルギー項，Eps は溶

質の原子と溶媒の原子の間の相互作用を表すポテンシャルエネルギー項，Esは

溶媒の原子だけについてのポテンシャルエネルギー項である．また，全原子の

座標は q = {qp, qs}であり，その中身は，qpが溶質原子の座標， qsが溶媒原子

の座標である．これらは，それぞれ次のように書ける．qp ≡
n

q1, · · · , qNp

o

，

qs ≡
n

qNp+1, · · · , qN

o

（N は全原子数，Np は溶質分子の全原子数である）．

われわれは，溶媒よりも溶質分子の構造空間の効率的なサンプリングに興味が

ある．溶質分子構造における立体障害は，溶質分子の各原子のファンデルワー

ルス半径によって規定されている．すなわち，ファンデルワールス半径が大き
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いと，溶質分子はあちこちぶつかるので，より多くの立体障害を受ける．一方，

ファンデルワールス半径が小さいと，溶質分子は自由に動き回れる．よって，

溶質原子のファンデルワールス半径をスケールするパラメータ λを以下のよう

に導入する．

σk` −→ λσk` . (1.209)

そして，式 (1.208) の Ep内のうち，溶質原子間のレナード・ジョーンズ相互作

用エネルギー項を以下のように書く．

Vλ (qp) =

Np−1
X

k=1

Np
X

`=k+1

4εk`

"

„

λσk`

rk`

«12

−
„

λσk`

rk`

«6
#

, (1.210)

ここで，rk` は溶質分子の原子対 kと `の間の距離である．また，εk` と σk` は

対応するレナード・ジョーンズパラメータである．元々のポテンシャルエネル

ギーは λ = 1のときに再現される．また，λ < 1のとき，立体障害が減少する．

式 (1.208)の Eλの中で，この Vλ項だけが λに依存していることに注意された

い．更に，式 (1.210)の λ依存性は，式 (1.150) のように比例定数の形になっ

ていないことに注目されたい．

そして，M 個の λの値 λm (m = 1, · · · ,M)を用意する（λ1 < · · · < λM と

する）．また，温度については，T0 = 1/kBβ0 に固定する場合をまず考える．

ファンデルワールスレプリカ交換法は以下の二つのステップを交互に繰り返

すことによって実行される．

1. 違う λm の値をもつそれぞれのレプリカにおいて式.(1.3)のボルツマン因

子に基づくカノニカルMCまたはMD シミュレーションを数ステップ同

時にまた独立に実行する．

2. 隣合うパラメータ値 λm と λm+1 に対応するレプリカ iとレプリカ j を交

換する．このレプリカ交換の遷移確率は式 (1.158)で与えられるが，その

中の ∆（式 (1.160)参照）は以下で与えられる．

∆ = β0

h“

Vλm

“

q[j]p

”

− Vλm

“

q[i]p

””

−
“

Vλm+1

“

q[j]p

”

− Vλm+1

“

q[i]p

””i

.

(1.211)
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ここで，Vλ は式 (1.210)の中の溶質原子間のみのレナード・ジョーンズポ

テンシャルエネルギー項である．

Eλ の λ 依存性は Vλ のみに存在するので，残りの項は式 (1.160) で打ち消し

合ったことに注意されたい．

式 (1.211)は溶質分子の原子の座標 qp のみを含み，溶媒分子の座標 qs に依

存しない．普通，Np � N が成り立つので，系の自由度の数が増えるに従って，

必要とされるレプリカ数が増加するという，従来のレプリカ交換法の困難は大

きく緩められるわけである．

式 (1.159)と式 (1.160)に基づいて，温度 T とパラメータ λについての二次

元レプリカ交換シミュレーションを実行することによって，更に構造サンプリ

ングの効率を上げることができることをコメントしておく．

このファンデルワールスレプリカ交換シミュレーションの結果は，多ヒストグ

ラム再重法によって解析することができる．まず，一定温度 T0において，M 個

のパラメータ値 λm (m = 1, · · · ,M)に対応する，M 個のレプリカの vWREM

シミュレーションを実行したとする．

適宜に選んだ反応座標（例えば，ξ1，ξ2 とする）について，任意のパラメー

タ値 λ と任意の温度 T における，「カノニカル分布」PT,λ(ξ1, ξ2) についての

WHAM方程式は以下で与えられる．

PT,λ(ξ1, ξ2) =
X

Eλ1 ,··· ,EλM

M
X

m=1

Nm(Eλ1 , · · · , EλM ; ξ1, ξ2)e
−βEλ

M
X

m=1

nme
fT0,λm−β0Eλm

,(1.212)

e−fT0,λm =
X

ξ1,ξ2

PT0,λm(ξ1, ξ2) . (1.213)

ここで，Nm(Eλ1 , · · · , EλM ; ξ1, ξ2) はパラメータ値 λm と反応座標値 (ξ1, ξ2)

をもつM 次元エネルギー分布のヒストグラムである．また，nm はパラメータ

値 λm における全サンプル数である．ここで，確率分布は規格化されていない

ことに注意されたい．式 (1.212)と式 (1.213)が自己無撞着に逐次的に解かれ
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る．また，これらの方程式は任意の反応座標のセット (ξ1, ξ2, · · · )に簡単に一般

化できることをコメントしておく．

このように得られた式 (1.212)の確率分布から，任意のパラメータ値 λおよ

び任意の温度 T における物理量 Aの期待値は以下で得られる．

〈A〉T,λ =

X

ξ1,ξ2

A(ξ1, ξ2)PT,λ(ξ1, ξ2)

X

ξ1,ξ2

PT,λ(ξ1, ξ2)
. (1.214)

また，任意のパラメータ値 λと任意の温度 T における，反応座標 ξ1 と ξ2 につ

いての平均力ポテンシャルは以下で得られる．

FT,λ(ξ1, ξ2) = −kBT logPT,λ(ξ1, ξ2) . (1.215)

式 (1.212)，(1.214)，(1.215)で，「任意の温度」と書いたが，計算結果が信頼

できる温度領域は T0 の近傍に限られる．幅広い温度値 T について精度が良い

結果を得るためには，式 (1.159)の T 交換の操作も必要になる．

1.6.3 マルチオーバーラップ法とマルチカノニカル・マルチオーバーラップ法

マルチカノニカル法はポテンシャルエネルギー空間の酔歩を実現するが，原

理的には任意の別の変数の酔歩を実現することも可能である．そのような例の

一つがマルチオーバーラップ法（multioverlap algorithm: MUOV）[40, 41]で

ある．

ここでは，蛋白質のような高分子系を考える．そして，二面角空間の「オー

バーラップ」を以下で定義する [42]．

O = 1− d , (1.216)

ここで，dは二面角距離であり，以下で定義される（n個の二面角を対象として

いる）．

d =
1

nπ

n
X

i=1

da(θi, θ
0
i ) . (1.217)
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ここで，θi は i番目の二面角であり，θ0i は参照構造の対応する二面角である．

二面角対の「距離」は以下で与えられる．

da(θi, θ
0
i ) = min(|θi − θ0i |, 2π − |θi − θ0i |) . (1.218)

ここで，角度はラジアンの単位で与えている．また，式 (1.217)の二面角距離

dの値域は 0 ≤ d ≤ 1である．もし，d = 0なら，問題としている立体構造と

参照構造の全ての二面角が一致していることになる．よって，二面角距離は対

象構造がどれぐらい参照構造に似ているかを表す指標である．式 (1.216)から

分かるように，二面角距離 dはオーバーラップ O と同等である．よって，以下

ではオーバーラップの代わりに二面角距離で議論を進める．

一定温度 T0におけるマルチオーバーラップアンサンブルでは，確率分布は以

下の非ボルツマン因子（「マルチオーバーラップ重み因子」と呼ぶことにする）

で与えられる．

WMUOV (d,E;T0) = e−β0EMUOV , (1.219)

ここで，「マルチオーバーラップポテンシャルエネルギー」EMUOV は以下で定

義される．

EMUOV (d,E;T0) = E − kBT0f(d;T0) . (1.220)

また，f(d;T0)は二面角距離 dにおける無次元化された自由エネルギーである．

多次元二面角空間への一般化も容易であり，そのマルチオーバーラップ重み

因子は以下で与えられる．

WMUOV (d1, · · · , dL, E;T0) = e−β0EMUOV

≡ e−β0E+f(d1,··· ,dL;T0) ,
(1.221)

ここで，Lは参照構造の総数であり，diは i (= 1, · · · , L)番目の参照構造との二

面角距離である．関数 f(d1, · · · , dL;T0)は二面角距離 d1, · · · , dLにおける無次

元化された自由エネルギーであり，二面角の確率分布 PMUOV (d1, · · · , dL;T0)



pLATEX2ε: root-okamoto-rev2 : 2012/11/13(22:25)

1.6 多次元拡張アンサンブル法の具体例 81

が一様になるように以下で定義される．

PMUOV (d1, · · · , dL;T0) =

Z

dE PMUOV (d1, · · · , dL, E;T0)

=

Z

dE n(d1, · · · , dL, E)WMUOV (d1, · · · , dL, E;T0)

=

Z

dE n(d1, · · · , dL, E)e−β0E+f(d1,··· ,dL;T0)

≡ constant , (1.222)

ここで，PMUOV (d1, · · · , dL, E;T0)はポテンシャルエネルギー E と二面角距

離 (d1, · · · , dL) の確率分布であり，n(d1, · · · , dL, E)はその状態密度である．

マルチオーバーラップMCシミュレーションは以下のメトロポリス判定に基

づいて実行される．ポテンシャルエネルギーが E で二面角距離が (d1, · · · , dL)

の状態 xからポテンシャルエネルギーが E′ で二面角距離が (d1
′, · · · , dL

′)の

状態 x′への遷移確率は，式.(1.57)において，ボルツマン重み因子WB(E)をマ

ルチオーバーラップ重み因子WMUOV (d1, · · · , dL;E)で置き換えることによっ

て得られる [40]．

w(x→ x′) = min

„

1,
WMUOV (d1

′, · · · , dL
′;E′)

WMUOV (d1, · · · , dL;E)

«

. (1.223)

マルチオーバーラップアンサンブルにおけるMD法も同様に式.(1.221)から

導かれる．すなわち，いつもの温度一定（T = T0）のMDシミュレーションが

式 (1.82)において E を EMUOV で置き換えて実行される [41]．

ṗk = − ∂EMUOV

∂qk

(d1, · · · , dL, E;T0)−
ṡ

s
pk

= F k + kBT0
∂f

∂qk

(d1, · · · , dL;T0)−
ṡ

s
pk .

(1.224)

マルチオーバーラップ重み因子（または，無次元化された自由エネルギー）は

前もって知られていないので，短いシミュレーションのイテレーションによっ

て決定する必要がある．適当な重み因子が温度 T0 において求まったあと，こ

の温度において長いマルチオーバーラップシミュレーションを実行する．この

シミュレーションの結果は単ヒストグラム再重法で解析できる．すなわち，任
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意の温度 T における物理量 Aの期待値は以下で与えられる．

〈A〉T =

X

d1,··· ,dL,E

A(d1, · · · , dL, E)NMUOV (d1, · · · , dL, E)WMUOV (d1, · · · , dL, E;T0)
−1e−βE

X

d1,··· ,dL,E

NMUOV (d1, · · · , dL, E)WMUOV (d1, · · · , dL, E;T0)
−1e−βE

=

X

d1,··· ,dL,E

A(d1, · · · , dL, E)NMUOV (d1, · · · , dL, E)e−(β−β0)E−f(d1,··· ,dL;T0)

X

d1,··· ,dL,E

NMUOV (d1, · · · , dL, E)e−(β−β0)E−f(d1,··· ,dL;T0)
, (1.225)

ここで，NMUOV (d1, · · · , dL, E)はポテンシャルエネルギーと二面角距離の確

率分布 PMUOV (d1, · · · , dL, E;T0)のヒストグラムである．

マルチオーバーラップ法はマルチカノニカル法と合わせて二次元の拡張アン

サンブル法に一般化できる．よって，この方法はマルチカノニカル・マルチオー

バーラップ法（multicanonical-multioverlap algorithm: MUCA-MUOV）と呼

ばれる [43]．この方法では，ポテンシャルエネルギーと二面角距離の一様分布

が得られるように，非ボルツマン因子WMCMO(d1, · · · , dL, E)（マルチカノニ

カル・マルチオーバーラップ重み因子と呼ばれる）が以下のように定義される．

PMCMO(d1, · · · , dL, E) = n(d1, · · · , dL, E)WMCMO(d1, · · · , dL, E) ≡ constant .

(1.226)

よって，この方法では，二面角距離空間ばかりでなくポテンシャルエネルギー

空間の酔歩が実現される．

1.6.4 定圧定温アンサンブルにおける拡張アンサンブル法

前節の多次元拡張アンサンブル法の一般定式化の例として，圧力と温度が一

定の定圧定温アンサンブルにおけるシミュレーション法の拡張アンサンブル法

への一般化について議論する．

有限体積 V の箱にはいった N 個の粒子系を考える．この系の状態 xは粒子

の座標 q ≡ {q1, q2, · · · , qN}，運動量 p ≡ {p1,p2, · · · ,pN}，箱の体積 V で指

定される（つまり，x = (q, p,V)）．ポテンシャルエネルギー E(q,V)は q と V

の関数である．
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定圧定温アンサンブルでは，温度 T と圧力 P におけるポテンシャルエネル

ギーEと体積 V の確率分布 PNPT (E,V;T,P)は以下で与えられる [4, 44, 45]．

PNPT (E,V;T,P) = n(E,V)WNPT (E,V;T,P) = n(E,V)e−βH . (1.227)

ここで，状態密度 n(E,V)はポテンシャルエネルギー E と体積 V の関数であ

る．また，Hは（運動エネルギー項以外の寄与による）「エンタルピー」であ

り，以下で定義される．

H = E + PV . (1.228)

これは，一般定式化の式 (1.150)において，L = 1，E0 = E，V1 = V，λ(1) = P

の場合に対応していることに注意されたい．

今，粒子が一辺 V−1/3 の立方体の箱にはいっていて周期境界条件を課すとす

る．定圧定温MCシミュレーション [44]では，立方体の一辺の長さを単位とす

るスケールされた座標 σ = {σ1,σ2, · · · ,σN} と体積 V をメトロポリス判定に

従って更新していく．ここで，

σk = V−1/3qk (k = 1, 2, · · · , N) (1.229)

である（qk は実座標）．この表現は，圧力を制御するピストンは一方向に移動

するのではなく，立方体の三方向から等方的に圧縮または膨張する仮想的なピ

ストンを考えていることを意味する．

座標 σと体積 V をもつ状態 xから座標 σ′ と体積 V ′ をもつ状態 x′ へのメト

ロポリスの遷移確率は以下で与えられる．

w(x→ x′) = min

„

1, exp

»

−β
„

H′ −H−NkBT log
V ′

V

«–«

. (1.230)

ここで，最後の対数の項は以下の関係式から出てきたことに注意されたい．

e−βHdq = e−βHVNdσ = exp [−β (H−NkBT logV)] dσ . (1.231)

定圧定温アンサンブルにおけるMDシミュレーションとして，ここでは能勢・

アンダーソンの方法を紹介する [4, 45]．式 (1.81)～式 (1.84)の運動方程式は以
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下のように一般化される．

q̇k =
pk

mk
+
V̇
3V qk , (1.232)

ṗk = − ∂H
∂qk

−
 

ṡ

s
+
V̇
3V

!

pk (1.233)

= F k −
 

ṡ

s
+
V̇
3V

!

pk , (1.234)

ṡ = s
Ps

Q
, (1.235)

Ṗs =
N
X

i=1

p2
i

mi
− 3NkBT = 3NkB (T (t)− T ) , (1.236)

V̇ = s
PV

MV
, (1.237)

ṖV = s

"

1

3V

 

N
X

i=1

p2
i

mi
−

N
X

i=1

qi ·
∂H
∂qi

!

− ∂H
∂V

#

(1.238)

= s (P(t)− P) , (1.239)

ここで，MV は体積に対応する「質量」，PV は体積の共役運動量，「瞬間圧力」

P(t)は以下で定義される．

P(t) =
1

3V

 

N
X

i=1

pi(t)
2

mi
+

N
X

i=1

qi(t) · F i(t)

!

− ∂E

∂V (t) . (1.240)

定圧定温アンサンブルにおけるレプリカ交換法（isobaric-isothermal replica-

exhcange method: PTREM）[46] では，互いに相互作用しない M（M =

M0×M1）個のレプリカを用意する．ここで，M0とM1は，それぞれ，シミュ

レーションで使われる温度値と圧力値の数である．各変数のラベルとしては以

下を使う．レプリカは，i (= 1, 2, · · · ,M)，温度はm0 (= 1, 2, · · · ,M0)，圧力

はm1 (= 1, 2, · · · ,M1)で表すことにする．

一般性を失うことなく，パラメータの大きさが次のようになっていると仮定

できる．T1 < T2 < · · · < TM0，P1 < P2 < · · · < PM1．定圧定温レプリカ

交換シミュレーションは，次の二つのステップを交互に繰り返すことで実行さ

れる．
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1. 　各レプリカ i (i = 1, · · · ,M)において，一定温度 Tm0 と一定圧力 Pm1

における従来の定圧定温 MCまたは MDシミュレーションを同時にある

ステップ数実行する．

2. 隣接したパラメータ値（mと n）に対応するレプリカ対（iと j）を以下の

遷移確率で交換する．

wPTREM = min [1, exp(−∆PTREM )] , (1.241)

ここで，∆PTREM は以下で与えられる．

∆PTREM = (βm0 − βn0)
h

E(σ[j],V [j])− E(σ[i],V [i])
i

+(βm0Pm1 − βn0Pn1)
“

V [j] − V [i]
”

.
(1.242)

ここで，式 (1.231)の logV の項は打ち消し合ったことに注意されたい．そ

して，T 交換の場合は

n0 = m0 + 1

n1 = m1

(1.243)

と置き，P 交換の場合は

n0 = m0

n1 = m1 + 1
(1.244)

と置く．

定圧定温アンサンブルにおける焼き戻し法（isobaric-isothermal simulated

tempering: PTST）[22] においては，関数 g(T,P)を導入し，以下のように，

温度 T と圧力 P の一様分布が得られるような重み因子WPTST (E,V;T,P) ≡

exp[−β(E + PV) + g(T,P)] を使う．

PPTST (T,P) =

Z ∞

0

dV
Z

V
dq WPTST [E(q,V),V;T,P] = constant . (1.245)

式 (1.245)から，以下が得られる．

e−g(T,P) ∝
Z ∞

0

dV
Z

V
dq exp [−β (E(q,V) + PV)] , (1.246)
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よって，g(T,P)は（運動エネルギー項の寄与を除いた）無次元化されたギブス

自由エネルギー（Gibbs free energy）である．

定圧定温アンサンブルにおける焼き戻しシミュレーションでは，レプリカ交

換法の時と同じように，温度と圧力を以下のように離散化する．(Tm0 ,Pm1)

(m0 = 1, · · · ,M0, m1 = 1, · · · ,M1)．また，M = M0 ×M1 である．そして，

大小関係は T1 < T2 < · · · < TM0，P1 < P2 < · · · < PM1 とする．

初期状態とパラメータの初期値が用意されたら，定圧定温アンサンブル焼き

戻しシミュレーションは以下の二つのステップを交互に繰り返すことによって

実行される．

1. 固定されたパラメータ値 (Tm0 ,Pm1)を持つ重み因子 exp(−βm0(E+Pm1V))

に基づく従来の定圧定温 MCまたは MDシミュレーションを数ステップ

実行する．

2. 状態を固定したまま，パラメータセット (Tm0 ,Pm1)を新しい値 (Tn0 ,Pn1)

に更新する．このパラメータ更新の遷移確率は以下で与えられる．

wPTST = min [1, exp(−∆PTST )] , (1.247)

ここで，∆PTST は以下で与えられる．

∆PTST = (βn0−βm0)E(σ,V)+(βn0Pn1−βm0Pm1)V−(gn0,n1 − gm0,m1) .

(1.248)

ここで，式 (1.231)の logV の項は打ち消し合ったことに注意されたい．そ

して，T 更新の場合は

n0 = m0 ± 1

n1 = m1

(1.249)

と置き，P 更新の場合は

n0 = m0

n1 = m1 ± 1
(1.250)

と置く．
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ここで，定圧定温レプリカ交換法（または，定圧定温焼き戻し法）のステッ

プ１において，MDシミュレーションを実行する場合は，ステップ２で温度が

交換（更新）された場合，粒子の運動量をスケールしなければならないことに

注意されたい（式 (1.116)，式 (1.130)参照）[20, 21, 22]．

定圧定温アンサンブルにおける長いレプリカ交換や焼き戻しシミュレーショ

ンのあと，物理量 Aの (Tm0 ,Pm1) (m0 = 1, · · · ,M0, m1 = 1, · · · ,M1) にお

ける期待値は以下のいつもの算術平均で得られる．

< A >Tm0 ,Pm1
=

1

nm

nm
X

k=1

A (xm(k)) , (1.251)

ここで，xm(k) (k = 1, · · · , nm)はパラメータ値 (Tm0 ,Pm1)において得られ

た状態であり，nm はその総数である．

また，任意の中間の温度 T (= 1/kBβ) と圧力 P における Aの期待値は以下

で与えられる．

< A >T,P =

X

E,V
A(E,V)n(E,V) exp (−β(E + PV))

X

E,V
n(E,V) exp (−β(E + PV))

, (1.252)

ここで，状態密度 n(E,V) は多ヒストグラム再重法で得られる．すなわち，

(Tm0 ,Pm1)におけるレプリカ交換または焼き戻しシミュレーションで得られた

ポテンシャルエネルギーと体積の分布のヒストグラムとサンプル総数を，それ

ぞれ Nm0,m1(E,V)と nm0,m1 とするとき，状態密度 n(E,V)と無次元化され

たギブス自由エネルギー gm0,m1 は以下のWHAM方程式を自己無撞着に逐次

的に解くことによって得られる（式 (1.176)と式 (1.177)参照）．

n(E,V) =

X

m0,m1

Nm0,m1(E,V)

X

m0,m1

nm0,m1 exp (gm0,m1 − βm0(E + Pm1V))
, (1.253)

exp(−gm0,m1) =
X

E,V
n(E,V) exp (−βm0(E + Pm1V)) . (1.254)
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最後に，定圧定温アンサンブルにおけるマルチカノニカル法に対応するマル

チバーリック・マルチサーマル法（multibaric-multithermal algorithm: MU-

BATH）[47, 48] を紹介する．この拡張アンサンブル法では，ポテンシャルエ

ネルギー空間と体積空間の酔歩が実現される．

MUBATHアンサンブルでは，ポテンシャルエネルギーEと体積Vの一様分布

が得られるように，各状態はMUBATH重み因子WMBT (E,V) ≡ exp{−βaHMBT (E,V)}

に従って発生させられる [47]．ここで，任意の参照温度 Ta (= 1/kBβa)を導入

した．また，HMBT は「マルチバーリック・マルチサーマルエンタルピー」と

呼ばれる．つまり，以下を要求する．

PMBT (E,V) = n(E,V)WMBT (E,V)

= n(E,V) exp{−βaHMBT (E,V)}

≡ constant .

(1.255)

MUBATH MCシミュレーションは，式 (1.230)においてHをHMBT で置き

換えることによって実行される．すなわち，遷移確率は以下で与えられる [47]．

w(x→ x′) = min

„

1, exp

»

−βa

„

H′
MBT −HMBT −NkBTa log

V ′

V

«–«

,

(1.256)

また，MUBATH MDシミュレーションは，任意の参照温度 Taにおいて，い

つもの定圧定温アンサンブルの運動方程式（式 (1.232)～式 (1.239)）の中で，式

(1.233)と式 (1.238)のエンタルピー Hをマルチバーリック・マルチサーマル

エンタルピーHMBT で置き換えることによって実行される [48]．

長いMUBATHシミュレーションの結果は単ヒストグラム再重法で解析され

る．すなわち，任意の温度 T と圧力 P における物理量 Aの期待値は式 (1.252)

に以下の状態密度を代入することによって得られる．

n(E,V) =
NMBT (E,V)

WMBT (E,V)
, (1.257)

ここで，NMBT (E,V) は長い MUBATH シミュレーションで得られたポテン

シャルエネルギーと体積の確率分布 PMBT (E,V) のヒストグラムである．
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1.7 拡張アンサンブルシミュレーションの実例

前節で述べた幾つかの拡張アンサンブル法に基づく，生体分子系のシミュレー

ション結果の例を紹介しよう．

まず，従来のカノニカルアンサンブル上のシミュレーションに比べて，拡張

アンサンブル上のシミュレーションがどれぐらい広く配位空間をサンプルする

ことができるかを見てみよう．

最初の例は５個のアミノ酸からなるMet-enkephalinの拡張アンサンブルシ

ミュレーションである．アミノ酸配列は Tyr-Gly-Gly-Phe-Metで与えられる．

このペプチドは生物学的機能をもつ最小のペプチドの一つであるため，多くの

シミュレーション法のベンチマークの系とされてきた．我々は真空中の Met-

enkephalinのレプリカ交換MD（REMD）シミュレーションを実行した [20]．

計算プログラムとしては，PRESTO[49]バージョン２に基づいて，文献 [50]で

開発されたプログラムに REMDを組み込んで使われた．ポテンシャルエネル

ギー（力場（force field）とも呼ばれる）は文献. [51]の AMBERのものを使っ

た．MDシミュレーションの単位時間ステップは 0.5フェムト秒とした（1フェ

ムト秒とは 10−15 秒のことである）．8個のレプリカを用意し，完全に伸びた構

造を初期構造として，それぞれのレプリカにおいて，１ナノ秒（よって，2×106

回の時間ステップ ）の間，時間発展させた（1ナノ秒とは 10−9 秒のことであ

る）．8個の温度は徐冷法のときの徐冷スケジュール [5, 7]と同じように，指数

関数的に分布させ（式 (1.121)，(1.122)参照），以下の値 Tm (m = 1, · · · , 8)を

とった．200, 239, 286, 342, 409, 489, 585, 700 K．そして，レプリカ交換は

10フェムト秒毎に試行し，レプリカ交換の寸前の状態を後の結果解析のために

保存した．

図 1.15に一つのレプリカにおける温度とポテンシャルエネルギーの時間発展

を示す．それぞれ，温度空間とポテンシャルエネルギー空間の酔歩が得られて

いることが分かる．図 1.15(a)と図 1.15(b) を比較すると，これらの酔歩には

強い正の相関があることに注目されたい．

レプリカ交換法が効率良く実行されるためには，それぞれの温度対について

のレプリカ交換の受諾率が十分に一様で大きいことである（例えば，> 10 %）．
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図 1.15 真空中の Met-enkephalin のレプリカ交換 MD シミュレーションの一つのレプリ
カにおける (a) 温度 T (K) と (b) ポテンシャルエネルギー E (kcal/mol) の「時
間発展」．

本シミュレーションでは，全ての温度対について，レプリカ交換の受諾率が約

15 %で一様であった．

図 1.16にはこのレプリカ交換MDシミュレーションで得られた八つの温度

におけるポテンシャルエネルギーのカノニカル分布を示す．全ての隣り合う温

度対の分布が十分な重なりをもっており（これは，レプリカ交換シミュレーショ

ンが効率良く実行されるための確認事項である），レプリカ交換が頻繁に行われ

たことが分かる．

図 1.17では，このペプチドの２番目のアミノ酸の主鎖の二面角対 (φ, ψ)の

分布について，従来の一定温度のカノニカルMDシミュレーションとレプリカ

交換MD シミュレーションの結果を低温（T = 200 K）で比較した．従来のシ

ミュレーションがエネルギー極小状態に留まってしまって，二面角の分布が一

つの大きなピークを持つだけであるが，レプリカ交換シミュレーションで得ら

れた分布は上のピーク以外にも幾つか他のピークが得られていて，配位空間が

広くサンプルされていることが分かる．

物理量のいろいろな温度における期待値については，式 (1.118) と (1.119)の

多ヒストグラム再重法が使われた．図 1.18に平均ポテンシャルエネルギーを温

度の関数として示した．比較のために，８個の温度において，それぞれ，従来の

カノニカルアンサンブル上の 1ナノ秒のMDシミュレーションの結果も同じ図
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図 1.16 真空中の Met-enkephalin のレプリカ交換 MD シミュレーションから得られたポ
テンシャルエネルギーのカノニカル分布．対応する温度は左から 200, 239, 286,

342, 409, 489, 585, 700 K である．
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図 1.17 温度 T = 200 K における真空中の Met-enkephalin の２番目のアミノ酸の主鎖
の二面角対 (φ, ψ) の分布．(a) 従来の温度一定のカノニカル MD シミュレーショ
ンから得られた結果．(b) レプリカ交換 MD シミュレーションから得られた結果．
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に示した．高温領域では両者のシミュレーションの結果が一致しているが，低

温の領域では，従来のカノニカルシミュレーションの結果が少し数値が大きく

出て，シミュレーションがエネルギー極小状態に留まってしまっていることが

分かる．
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図 1.18 温度の関数としての真空中のMet-enkephalinの平均ポテンシャルエネルギー．実
線がレプリカ交換MD シミュレーションの結果に多ヒストグラム再重法を適用して
得られたものであり，点は従来のカノニカル MD シミュレーションの結果である．

二つ目の例は，リボヌクレアーゼ T1 という蛋白質の一部である 17 残基の

ペプチドフラグメントのマルチカノニカルシミュレーションである．このペ

プチドフラグメントは，実験によって α ヘリックス構造と呼ばれる螺旋構造

を取ることが知られている [52]．ペプチドのポテンシャルエネルギーとしては

ECEPP/2[53]を使った．また，溶媒効果は（水素以外の）重い原子の溶媒接触

表面積に比例する項の和で与えた [54]．. そして，この表面積の計算プログラ

ムとしては NSOL[55]を使った．モンテカルロプログラムとしては，KONF90

[7]を修正して，マルチカノニカル法を組み入れた．

この系において，低温 (T = 200 K)のカノニカルMCシミュレーションとマ

ルチカノニカルMCシミュレーションを実行した [13, 31]．図 1.19にこれらの

シミュレーションにおけるポテンシャルエネルギーの「経時変化」を示す．従

来のカノニカルシミュレーションは，なかなか平衡に達しないのに対し，マル
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チカノニカルシミュレーションでは，ポテンシャルエネルギー空間上の幅広い

酔歩を実現していることが分かる．
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図 1.19 リボヌクレアーゼ T1 のペプチドフラグメントのポテンシャルエネルギーの「経時変
化」（120000 MC sweeps から 300000 MC sweeps まで）． (a) 温度 T = 200

K における従来のカノニカル MC シミュレーション．(b) マルチカノニカル MC

シミュレーション．

120000 MC sweeps から 300000 MC sweeps に至る間からそれぞれ四つの

構造を抽出して，図 1.20と図 1.21に示した．図 1.20のカノニカルシミュレー

ションがエネルギー極小状態に留まってしまっているのに対し，マルチカノニ

カルシミュレーションでは，図 1.21(a), (b), (c), (d)と時間発展するにつれて，

αへリックス構造とランダムコイル状態の間を行き来して，幅広い構造空間を

サンプルしていることが分かる．

三つ目の例は，リボヌクレアーゼ A という蛋白質の N 末端の 13 残基から

なる Cペプチドの拡張アンサンブルシミュレーションである [56]．Cペプチド

のアミノ酸配列は次のとおりである．Ala-Glu-Thr-Ala-Ala-Ala-Lys-Phe-Leu-

Arg-Ala-His-Ala [57]．力場は AMBER parm99 [58] を用いた．MD シミュ

レーションの単位時間ステップは 0.5フェムト秒とした．まず，完全に伸びた

構造から高温 （T = 1000 K）で真空中のシミュレーションを実行して一つの

（αへリックスや β シートなどの二次構造を持たない）ランダムコイル構造を

得た．この立体構造を持つ Cペプチド 1個を半径 22 Åの水球（水分子は 1387

個）に入れて，初期構造とした（全原子数は．4365個）．水分子としてはTIP3P

模型 [59]を使用した．図 1.22にこの初期構造を示した．
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(a)
(b)

(c)
(d)

図 1.20 図 1.19(a) のリボヌクレアーゼ T1 のペプチドフラグメントのカノニカル MC シ
ミュレーションのスナップショット．対応するMC Sweep 数は (a) 138000，(b)

190000，(c) 243000，(d) 295000．
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(a)

(b)

(c)

(d)

図 1.21 図 1.19(b)のリボヌクレアーゼ T1 のペプチドフラグメントのマルチカノニカルMC

シミュレーションのスナップショット．対応する MC Sweep 数は図 1.20 と同じ
である．
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図 1.22 リボヌクレアーゼ A の C ペプチドのレプリカ交換MD シミュレーションの初期構
造．ペプチドの主鎖は青い線で表し，側鎖は Glu-2，Phe-8，Arg-10，His-12 の
ものだけを黄色の線で表した．また，赤い小さな球は 1387 個の水分子の酸素原子
を表す．
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表 1.1 リボヌクレアーゼ A の C ペプチドの拡張アンサンブルシミュレーションのまとめ．

シミュレーション レプリカ数 温度 Tm (K) レプリカ毎の

M (m = 1, · · · ,M) MDステップ数

REMD1 32 250, 258, 267, 276,　 2.0× 105

286, 295, 305, 315,

326, 337, 348, 360,

372, 385, 398, 411,

425, 440, 455, 470,

486, 502, 519, 537,

555, 574, 593, 613,

634, 655, 677, 700

MUCAREM1 4 360, 440, 555, 700 2.0× 106

REMUCA1 1 700 3.0× 107

また，表 1.1にこの系で実行された三つの拡張アンサンブルシミュレーショ

ンの条件をまとめた．

最初のシミュレーションはレプリカ数が 32 個のレプリカ交換 MD シミュ

レーションである（表 1.1の REMD1）．各レプリカ毎に 100ピコ秒（よって，

2.0 × 105 MDステップ）のMDシミュレーションを実行した（1ピコ秒とは

10−12 秒のことである）．レプリカ交換は，200 MDステップ毎に試行された．

その結果に式 (1.118)と式 (1.119)の多ヒストグラム再重法を適用して，マル

チカノニカル重み因子（つまり，状態密度の逆数）の 1 回目の推測値を決め

た．このマルチカノニカル重み因子を四つの違うエネルギー領域に分けて定義

した (式 (1.143)参照）．四つの（隣同士に重なりを持つ）エネルギー領域は，以

下のとおりであった．−13791.5～−11900.5 kcal/mol，−12962.5～−10796.5

kcal/mol，−11900.5～−9524.5 kcal/mol，−10796.5～−8293.5 kcal/mol．

この重み因子を用いて，次に，マルチカノニカルレプリカ交換MDシミュレー
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図 1.23 三つの拡張アンサンブルシミュレーションの結果から得られた水中の C ペプチド
のポテンシャルエネルギーの確率分布．拡張アンサンブル法は，(a) REMD1, (b)

MUCAREM1, and (c) REMUCA1 であり，詳細は表 1.1 に示した．(c) の中
のダッシュ線は再重法で得られた温度 290, 300, 500, 700 K（左から右）におけ
るカノニカル分布である．
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ション（表 1.1のMUCAREM1）を実行した．各レプリカ毎に 1ナノ秒（よっ

て，2.0× 106 MDステップ）のMDシミュレーションを実行した．レプリカ

交換は，1000 MDステップ毎に試行された．そして，その結果に多ヒストグラ

ム再重法を再び適用して，より精度の高いマルチカノニカル重み因子を決めた．

そして，この重み因子を用いて，最後に，マルチカノニカルMD シミュレー

ション（表 1.1の REMUCA1）を 15ナノ秒間（よって，3.0× 107 MDステッ

プ）実行し，結果を解析した．
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図 1.24 REMUCA1シミュレーションにおける水中の Cペプチドの (a)ポテンシャルエネ
ルギーの「経時変化」と (b) 温度の関数としての平均ポテンシャルエネルギー．後
者は REMUCA1 の結果に単ヒストグラム再重法を適用して得られた．

三つの拡張サンサンブルシミュレーション REMD1, MUCAREM1, RE-

MUCA1で得られたポテンシャルエネルギーの確率分布を図 1.23に示した．図

1.23(a)では，全ての隣り合うカノニカル分布に十分な重なりがあり，REMD1

において，十分なレプリカ交換が実施されたことが示唆される．図 1.23(b)で

は，隣り合うマルチカノニカル分布に十分な重なりがあり，MUCAREM1も正

しく実行されたことが示唆される．そして，図 1.23(c)では，−13000 kcal/mol

と −8000 kcal/mol の間において一様な分布が得られており，このエネルギー

領域において自由酔歩が実現されていることが示唆される．

図 1.24(a)に REMUCA1におけるポテンシャルエネルギーの「経時変化」を

示す．実際，5000 kcal/molにも及ぶ領域をカバーする酔歩が得られている．図

1.24(b)には，REMUCA1の結果に単ヒストグラム再重法を適用して得られた

温度の関数としての平均ポテンシャルエネルギーを示す．温度とともに単調増
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図 1.25 温度 300 K における水中の C ペプチドの最初の二つの主成分についての平均力ポ
テンシャル (kcal/mol)． 自由エネルギーは REMUCA1の結果に単ヒストグラム
再重法を適用して得られた．GM，LM1，LM2 は三つの自由エネルギー極小状態
を示す．

a cb

図 1.26 C ペプチドの自由エネルギー最小状態 ((a) GM) と二つの局所的自由エネルギー極
小状態 ((b) LM1 and (c) LM2) の代表的立体構造．主鎖の構造とともに，四つ
のアミノ酸 Glu−-2，Phe-8，Arg+-10，His+-12 の側鎖のみが棒球図で示されて
いる．
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加していることが分かる．

図 1.25にこの系の温度 300 Kにおける，主成分解析（principal component

analysis: PCA)[60]の結果得られた二つの主成分についての平均力ポテンシャ

ル（反応座標の関数としての自由エネルギー）を示す（主成分解析法について

は，本シリーズの第 6巻第 2章に解説があるので参照されたい）．この自由エ

ネルギー地形には三つの自由エネルギー極小状態が存在する．これらの自由エ

ネルギー極小状態の代表的立体構造は図 1.26に示した．最小自由エネルギー状

態（GM）の構造は，二周の αへリックス構造と Glu−-2と Arg+-10の側鎖間

の塩橋（salt bridge）を形成している．また，Phe-8と His+-12の側鎖のコン

タクトも示唆される．これらは，X線回折実験や NMR実験などの結果と良く

一致している．局所的自由エネルギー極小状態の一つ（LM1）では，Phe-8と

His+-12の側鎖のコンタクトは存在するが，Glu−-2と Arg+-10の側鎖間の塩

橋は存在しない．一方，局所的自由エネルギー極小状態のもう一つ（LM2）で

は，逆に，Glu−-2とArg+-10の側鎖間の塩橋は存在するが，Phe-8とHis+-12

の側鎖のコンタクトは存在しない．よって，最小自由エネルギー状態 GMは実

験結果と最も一致しているわけである．

四つ目の例は，水中の小蛋白質の折り畳みのMUCAREM シミュレーション

である [61]．系は水分子をあらわに取り入れた，トリヴィリンヘッドピースサ

ブドメイン（chicken villin headpiece subdamain）である（以下では，ヴィリ

ンと呼ぶことにする）．アミノ酸数は 36個である．力場としては，蛋白質では

CMAP [62]を取り入れた CHARMM22 [63]を，また，水では TIP3P[59, 63]

を用いた．計算プログラムとしては，PRESTO[49]バージョン２に基づいて，

文献 [50, 20, 30]で開発されたプログラムを更に CHARMM力場でも計算でき

るように改良して使われた．MDシミュレーションの単位時間ステップは 1.0

フェムト秒であった．

まず，水分子なしで，距離に依存した誘電率による粗い溶媒効果を取り入れ

た 90個のレプリカに基づくレプリカ交換分子動力学（REMD）シミュレーショ

ンを実行した．温度は 250 K～2000 Kの範囲をカバーした．初期構造は完全

に伸びきった構造であった．このシミュレーションの高温で αへリックスなど

の二次構造を一切持たないほどけた構造を（ランダムに）選び，それを 3513個
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図 1.27 MUCAREM1 シミュレーションにおける水中のヴィリンの主鎖の自然構造からの
RMSD の「時間発展」．
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図 1.28 MUCAREM2 シミュレーションにおける水中のヴィリンの主鎖の自然構造からの
RMSD の「時間発展」．
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の水分子からなる半径 30 Åの水球の中に入れた．そして，128個のレプリカ

からなる REMDシミュレーションを実行した．ここでは，温度は 250 K～700

Kの範囲をカバーした．

この水中の REMDシミュレーションの結果に多ヒストグラム再重法を適用

してマルチカノニカル重み因子を求め，MUCAREM シミュレーションに移っ

た．その結果にまた多ヒストグラム再重法を適用することを続けて，マルチカ

ノニカル重み因子の精度を上げていった．

そして，最終のシミュレーションとしては，約 1マイクロ秒の 8個のレプリカ

からなるMUCAREM シミュレーションが初期条件を変えて二回実行された．

それらを，MUCAREM1 と MUCAREM2 と呼ぶことにする．前者は 269 K

～699 Kの温度領域をカバーした 1.127マイクロ秒（レプリカ毎には 140.9ナ

ノ秒）のシミュレーションであり，後者は 289 K～699 Kの温度領域をカバー

した 1.157マイクロ秒（レプリカ毎には 144.6ナノ秒）のシミュレーションで

あった．最初の水中の REMDシミュレーションでは 128個ものレプリカを要

したのに対し，最後の水中のMUCAREMシミュレーションでは 8個のレプリ

カのみで十分であったことに注目されたい．

図 1.27と図 1.28に，それぞれ，MUCAREM1とMUCAREM2における，

主鎖の自然の天然構造†3からの根平均二乗距離（root-mean square distance:

RMSD）の時間発展を示す．ここで，問題とする立体構造 q の参照構造 q0 か

らの根平均二乗距離は以下で定義される．

RMSD = min
回転

v

u

u

t

1

N

N
X

k=1

(q′
k − q0

k)
2
. (1.258)

ここで，q′ は qを平行移動によって，参照構造 q0 と幾何中心（重心の計算にお

いて全ての原子の質量を１とおいたもの）が一致するように座標変換したもの

である．ここで，最小化の操作は，q′ を幾何中心の周りに回転させることによ

る最小化のことである．この定義から分かるように，もし，RMSD = 0なら，

問題としている立体構造と参照構造が平行移動と回転の後に，完全に重なり合

†3天然の蛋白質は生理的な条件下において、自由エネルギー最小の状態にあるときに秩序のある立
体構造をとることが多いが、そうした立体構造を天然構造と呼ぶ．
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うことを意味しており，全く同じ立体構造をしていることを意味する．よって，

根平均二乗距離は上で定義されたオーバーラップと同じように，対象構造がど

れぐらい参照構造に似ているかを表す指標である．

図 1.29 水中のヴィリンの MUCAREM シミュレーション中に自然構造に似た構造へ折り
畳んだスナップショット．MUCAREM1（上）とMUCAREM2（下）．

天然構造からの主鎖の RMSDが，6.5 Å以上のほどけた状態から 3.0 Å以

下になったとき，天然構造に折り畳んだと考えることにする．この基準によ

れば，７個のレプリカにおいて，合計 11回の折り畳みを観察したことになる

（MUCAREM1ではレプリカ 5，7，8，MUCAREM2ではレプリカ 1，2，4，

5においてである）．図 1.29に二つのMUCAREMシミュレーションによって

観察された自然構造に似た構造への折り畳み過程のスナップショットを示す．

図 1.30では，天然構造とMUCAREMシミュレーションで得られた RMSD

が小さい構造を比較する．これらの構造の類似性は明らかである．

五つ目の例は，レプリカ交換傘サンプル法（REUS）のシミュレーションで

ある [34]．系はアラニンというアミノ酸が 3個並んだペプチド alanine-trimer

（(Ala)3と書くことにする）であった．力場は文献 [51]の AMBERのものを用
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図 1.30 ヴィリンのMUCAREM1とMUCAREM2シミュレーションで得られた小RMSD

構造（オレンジ色）．X 線回折実験で決められた構造 (PDB ID: 1YRF) も重ね
描きしている（青色と緑色）．疎水コアを形成する三つのフェニルアラニンの側鎖
(Phe7, Phe11, Phe18) も棒球図で示した． (a)MUCAREM2 のレプリカ 5．
（末端の二つの残基を除いた３４残基の）主鎖の RMSD は 1.1 Å であった．(b)

MUCAREM1 のレプリカ 8．（9 番目～32 番目の残基の）主鎖の RMSD は 1.0

Å であった．
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い，距離に依存した誘電率で溶媒効果を取り入れた（AMBER力場については，

本シリーズの第 6巻第 2章に解説があるので参照されたい）．MDの単位時間

ステップは 0.5フェムト秒とし，4× 106 の時間ステップ（よって，合計 2.0ナ

ノ秒）の計算を行った．データは 20 MDステップ毎に保存したので，サンプ

ル数の合計は 2× 105 個であった．

表 1.2にシミュレーションのパラメータのまとめを示す．REM1では，レプ

リカ交換は 20 MD ステップ毎に試行された．REUS シミュレーションでは，

レプリカ交換は 400 MDステップ毎に試された．末端間距離（O1と H5の間

の距離）が反応座標 ξ とされ，式 (1.186)の傘ポテンシャルが REUSと USで

使われた．

それでは，まず，レプリカ交換シミュレーションがどのように実行されたかを

見てみよう．図 1.31に REUS2シミュレーションの間の温度と末端間距離 ξの

時間発展を示す．両方とも酔歩が実現されていることが分かる．(Ala)3 は末端
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図 1.31 (Ala)3 の REUS2シミュレーションの間の一つのレプリカの (a)温度 T と (b)反
応座標 ξ の時間発展．

間距離 ξ の値によって，αへリックス構造 (ξ < 3 Å)，ターン構造 (3 Å < ξ <

7 Å)，伸びた構造 (ξ > 7 Å)をとっていることが知られている [37]．図 1.31(b)

はへリックス・コイル転移がシミュレーションの間に頻繁に起こっていること

を示している．

図 1.32には温度 T = 300 Kにおける，反応座標 ξ についての平均力ポテン

シャル（PMF）を示す．この PMFの計算は，シミュレーションの結果から式
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表 1.2 US，REM，REUS シミュレーションのパラメータ

シミュレーション a Mb NT
b T [K] Lb d` (k`)

c

REM1 16 16 200, 229, 262, 299, 0

342, 391, 448, 512,

586, 670, 766, 876,

1002, 1147, 1311,

1500

REUS1, US1 14 1 300 14 0.0 (0.0)d, 1.8 (1.2),

2.8 (1.2), 3.8 (1.2),

4.8 (1.2), 5.8 (1.2),

6.8 (1.2), 7.8 (1.2),

8.8 (1.2), 9.8 (1.2),

10.8 (1.2), 11.8 (1.2),

12.8 (1.2), 13.8 (1.2)

REUS2, US2 16 4 250, 315, 397, 500 4 0.0 (0.0), 7.8 (0.3),

10.8 (0.3), 13.8 (0.3)

a REM，REUS，USは従来のレプリカ交換法，レプリカ交換傘サンプル法，従

来の傘サンプル法である．
b M , NT , Lは全レプリカ数，温度の数，傘ポテンシャルの数である（式 (1.150)，

(1.155)参照）．
c d` [Å] と k` [kcal/mol·Å2] (` = 1, · · · , L)はそれぞれ，傘ポテンシャルの中

間点とバネ定数である（式 (1.186)参照）．
d パラメータの値 0.0 (0.0) は傘ポテンシャルがゼロであることを意味する（つ

まり，V` = 0）．
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(1.194)と式 (1.195)のWHAM方程式を解き，その結果を式 (1.197)に代入す

ることによって得られた．
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図 1.32 (Ala)3 の温度 T = 300 K. におけるバイアスなしのオリジナルの系の反応座標 ξ

についての平均力ポテンシャル．点線，実線，ダッシュ線は，それぞれ，REM1，
REUS1，US1 の結果に対応する．

図 1.32から分かることは，REM1とREUS1の結果は ξが小さい領域 (ξ < 7

Å) でほぼ一致していることである．しかし，ξ が大きくなるにつれて (ξ > 7

Å)，少しずつ値がずれ始め，ξ > 9 Åの領域では完全に不一致になる．この不

一致の原因は，REM1の最高温度 (T16 = 1500 K) における反応座標の平均値

は< ξ >T16≈ 8.0 Åなので，それより大きい領域は温度交換だけによるREM1

では到達できないためである．REM1と REUS1はとても違う条件の下での計

算であるので，それらの結果が一致する領域 (ξ < 9 Å)では，計算結果の精度

が高いと思われる．

一方，US1の結果は αへリックス構造とターン構造の遷移状態の領域 (2 Å

< ξ < 4 Å) において，REM1および REUS1の結果よりも大きめに出ており，

US1がエネルギー極小状態に留まってしまっていることを示唆している．温度

T = 300 Kでは，最小自由エネルギー状態は ξ ≈ 2 Åに対応しており，αへ

リックス構造をとっていることが分かる．
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図 1.33 (Ala)3 のバイアスなしのオリジナルの系の温度の関数としての反応座標 ξ の平均
値．点線，実線，ダッシュ線は，それぞれ，REM1，REUS2，US2 の結果に対応
する．

図 1.33にオリジナルの系の反応座標 ξの平均値を温度の関数として示す．平

均値は式 (1.196)により計算された．REM1と REUS2の結果は一致している

が，US2の結果は不正確であることが分かる．

六つ目の例は，ファンデルワールスレプリカ交換分子動力学法（van der Waals

replica-exchange molecular dynamics method: vWREMD）のシミュレーショ

ンである [39]．系としては水中のアラニンジペプチド（alanine dipeptide）を採用

した．水分子の数は 67個で，力場はペプチドについてはAMBER parm96[64]，

水分子については TIP3P[59]を用いた．MDシミュレーションの温度制御はシ

ンプレクティックである能勢・ポアンカレ熱浴を使った [65, 66]（シンプレク

ティック法については，本シリーズの第 6巻第 2章に解説があるので参照され

たい）．系は一辺の長さが 13.4 Åの立方体の箱の中に入れられ，周期境界条件

が課された．静電相互作用については，エワルド法を適用した（エワルド法に

ついては，本シリーズの第 6巻第 2章に解説があるので参照されたい）．また，

MDの単位時間ステップは 0.5フェムト秒とした．

vWREMDシミュレーションでは，レプリカ数は４個で十分であった (M = 4)．

すなわち，以下の四つのパラメータ値 λm (m = 1, · · · , 4)を用いた．λ1 = 0.85，
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図 1.34 水中のアラニンジペプチドのシミュレーション中の主鎖の二面角 φ の時間発展．左
は vWREMD シミュレーション，中は REMD シミュレーション，右は従来のカ
ノニカル MD シミュレーションの結果である．

λ2 = 0.9，λ3 = 0.95，λ4 = 1.0．オリジナルのポテンシャルエネルギーは

λ4 = 1.0の場合に対応する．vWREMDシミュレーションでは温度は全てのレ

プリカにおいて T0 = 300 Kに固定された．vWREMD構造サンプリングの効

率を調べるために，４個のレプリカ（温度は 300，315，335，360 K）のREMD

シミュレーションも実行した．更に，温度が 300 Kにおける従来のカノニカル

MDシミュレーションも４回違う初期速度で実行された．初期構造は全てのシ

ミュレーションで同じであり，完全に伸びた構造を採用した．MDシミュレー

ションの総時間ステップは vWREMDと REMDにおいては，レプリカ当たり

2.5ナノ秒であり，１回のカノニカルシミュレーションも同じ長さであった（つ

まり，全てのシミュレーションの長さは同じ 10ナノ秒であった）． データは 50

フェムト秒毎に保存され，vWREMDと REMD においては，レプリカ交換は

250フェムト秒毎に試行された．

図 1.34に主鎖の二面角 φの時間発展を三つのシミュレーションについて示

す．図 1.34から分かることは，φ空間のサンプリングは vWREMDが一番効率

が良く，次に REMD，最後に従来のカノニカルMDとなっていることである．

七つ目の例は，マルチオーバーラップ法（MUOV）のシミュレーションであ

る [41]．系は再び真空中のMet-enkephalinである．力場は CHARMM param

22[63]を採用し，CHARMMプログラム [67]を修正してMUOVを組み込んだ．

まず，温度を 1000 Kから 300 Kまで下げる徐冷MDシミュレーションで得

られた二つのエネルギー極小状態を参照構造とした．図 1.35にこの二つの参照

構造を示す．式 (1.221)において L = 2とおいて，無次元化された自由エネル
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図 1.35 真空中の Met-enkephalin の (a) 参照構造 1 と (b) 参照構造 2．主鎖のみを表し
た．点線は水素結合である．

ギーを f(d1, d2;T0)で表した．MUOV MD シミュレーションは T0 = 300 K

で実行された．ここでも，MDの単位時間ステップは 0.5フェムト秒とした．

図 1.36 にそれぞれの参照構造についての主鎖の二面角距離の時間発展を示

す．d1 = 0のとき，問題とする立体構造の二面角は参照構造 1のそれと完全に

一致し，二つの主鎖構造が同じであることを意味する．ここで，参照構造 2の

参照構造 1 に関する二面角距離は d1 = 0.122である．よって，同様に，d2 = 0

（参照構造 2と同じ構造）のとき d1 = 0.122が成り立つ．そして，d1 (d2)が

ゼロに近いとき，構造は参照構造１（参照構造２）に似ている．図 1.36から分

かることは，従来のカノニカルMDシミュレーションが参照構造 2の近傍に留

まっているのに対し，MUOV MDシミュレーションは二面角距離の酔歩を実

現して，参照構造 1と参照構造 2の間を行き来していることである．

ここで，温度 T における自由エネルギー（平均力ポテンシャル）F (d1, d2;T )

を以下で定義する．

F (d1, d2;T ) = −kBT logPB(d1, d2;T ) . (1.259)

ここで，PB(d1, d2;T )は，温度 T における，再重法で得られた d1と d2の確率
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図 1.36 真空中の Met-enkephalin の主鎖の二面角距離 d1 と d2 の時間発展．(a) と (b)

は温度 300 Kにおける従来のカノニカルMDシミュレーションの結果，(c)と (d)

は温度 300 K における MUOV MD シミュレーションの結果である．



pLATEX2ε: root-okamoto-rev2 : 2012/11/13(22:25)

114 第 1 章 拡張アンサンブルの方法

分布であり以下で与えられる（式. (1.225)参照）．

PB(d1, d2;T ) =

X

E

Nmuov(d1, d2, E)e−(β−β0)E−f(d1,d2;T0)

X

d1,d2,E

Nmuov(d1, d2, E)e−(β−β0)E−f(d1,d2;T0)
. (1.260)

図 1.37にこの自由エネルギー地形を示す．図 1.37(a)では，参照構造 2の近傍

の自由エネルギー極小状態だけが観察されているのに対し，図 1.37(b)では，両

方の参照構造近傍の自由エネルギー極小状態が得られている．極小状態 Bと遷

移状態 Cの間の自由エネルギー差は約 5 kcal/mol，極小状態 Aと遷移状態 C

の間の自由エネルギー差は約 2 kcal/molであった．温度 300 Kにおける熱エ

ネルギーは kBT ≈ 0.6 kcal/molなので，これらのエネルギー障壁はかなり高

いといえる．よって，従来のカノニカルMDシミュレーションは最小自由エネ

ルギー状態 Bの近傍に留まってしまったわけである．

八つ目の例は，マルチバーリック・マルチサーマル法（MUBATH）のシミュ

レーションである [48]．ここでは，レナード・ジョーンズポテンシャルで相互

作用するN 個の同一粒子系を扱った．系のポテンシャルエネルギーは以下で与

えられる．

E = 4ε
N−1
X

i=1

N
X

j=i+1

"

„

σ

rij

«12

−
„

σ

rij

«6
#

, (1.261)

ここで，εはエネルギーの単位（エネルギーの深さ）を表し，σは距離の単位（大

雑把に言って，ファンデルワールス半径の 2倍と考えて良い）を表す．（また，

rij は粒子対 iと j の間の距離である．）以下では，これらの単位でスケールさ

れた単位系で表し，そのことを示すために物理量には星印 (∗)を付けることに

する．たとえば，距離は r∗ = r/σ，温度は T ∗ = kBT/ε，圧力は P∗ = Pσ3/ε

などと表される．

粒子数は 500 (N = 500)であり，それらを立方体の箱に入れ，周期境界条件

を課した．MUBATH重み因子決定のために，従来の定圧定温シミュレーショ

ンを T ∗
0 = 2.0，P∗

0 = 3.0で始めた．そして，重み因子が求められた後に，1回

106 MDステップのMUBATHシミュレーションを実行した．
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図 1.37 真空中のMet-enkephalinの温度 300 Kにおける二面角距離 d1，d2 についての平
均力ポテンシャル．(a)は従来のカノニカルMDシミュレーション，(b)はMUOV

MD シミュレーションの結果である．等高線は 1 kcal/mol 毎に記された．ラベル
A と B はそれぞれ参照構造 1 と参照構造 2 の近傍の自由エネルギー極小状態を示
す．また，ラベル C はこの二つの自由エネルギー極小状態を結ぶ遷移状態（鞍点）
を示す．

図 1.38 シミュレーションで得られたレナード・ジョーンズ粒子系のポテンシャルエネルギー
と体積の確率分布．(a)は (T∗

0 ,P
∗
0 ) = (2.0, 3.0)における従来の定圧定温MDシ

ミュレーションの結果である．(b) は MUBATH MD シミュレーションの結果で
ある．
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図 1.38(a)に最初に実行された従来の定圧定温シミュレーションで得られた

エネルギーと体積の確率分布 PNPT (E∗/N,V∗/N) を示す．この分布はベル型

をしている．また，図 1.38(b)に最後に実行されたMUBATHシミュレーショ

ンで得られたエネルギーと体積の確率分布 PMBT (E∗/N,V∗/N)を示す．定圧

定温シミュレーションに比べて広いエネルギーと体積の分布が得られているこ

とが分かる．

二つの条件 (T ∗
0 , P∗

0 ) = (1.6, 3.0)，(2.4, 3.0)における従来の定圧定温MDシミ

ュレーションにおけるポテンシャルエネルギーE∗/N の時間発展を図 1.39(a)に

示した．高温（T ∗
0 = 2.4）では，ポテンシャルエネルギーはE∗/N = −4.0 ∼ −3.5

の狭い範囲を揺らいでいる．また，低温（T ∗
0 = 1.6）では，ポテンシャルエネ

ルギーは E∗/N = −5.1 ∼ −4.7の狭い範囲を揺らいでいる．一方，MUBATH

MDシミュレーションにおけるポテンシャルエネルギー E∗/N の時間発展を図

1.39(b)に示した． 幅広いエネルギー空間の酔歩が得られていることが分かる．

同様に，二つの条件 (T ∗
0 , P∗

0 ) = (2.0, 2.2) ，(2.0, 3.8)における従来の定圧

定温MDシミュレーションにおける体積 V∗/N の時間発展を図 1.40(a)に示し

た．高圧（P∗
0 = 3.8）では，体積は V∗/N = 1.3 ∼ 1.4の狭い範囲を揺らぎ，

高圧（P∗
0 = 2.2）では，体積は V∗/N = 1.5 ∼ 1.6の狭い範囲を揺らいでいる

のに対し，図 1.40(b)に示したように，MUBATH MDシミュレーションでは，

幅広い体積空間の酔歩が得られていることが分かる．

図 1.39 シミュレーションで得られたレナード・ジョーンズ粒子系のポテンシャルエネルギー
E∗/N の時間発展．(a) は (T∗

0 ,P
∗
0 ) = (2.4, 3.0)，(T∗

0 ,P
∗
0 ) = (1.6, 3.0) にお

ける従来の定圧定温MD シミュレーションの結果である．(b) はMUBATH MD

シミュレーションの結果である．
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図 1.40 シミュレーションで得られたレナード・ジョーンズ粒子系の体積 V∗/N の時間発展．
(a) は (T∗

0 ,P
∗
0 ) = (2.0, 2.2)，(T∗

0 ,P
∗
0 ) = (2.0, 3.8) における従来の定圧定温

MD シミュレーションの結果である．(b) はMUBATH MD シミュレーションの
結果である．

九つ目の例は，また，多次元レプリカ交換法と多次元焼き戻し法のMCシミュ

レーションである [21]．系は再び 17残基のリボヌクレアーゼ T1 のペプチドフ

ラグメントである [52, 31]．ここでは，二次元レプリカ交換シミュレーション

と二次元焼き戻しシミュレーションを実行した．ポテンシャルエネルギーは以

下のものを使った．

Eλ = EC + λESOL . (1.262)

これは，一般の定式化の式 (1.150)において L = 1, E0 = EC , V1 = ESOL，

λ(1) = λとおいたことになる．ここで，EC は溶質であるペプチドのポテンシャ

ルエネルギー，ESOL は溶媒和自由エネルギーである．溶質のポテンシャルエ

ネルギーとしては ECEPP/2[53]を使った．溶媒項 ESOL は（水素以外の）重

い原子の溶媒接触表面積に比例する項の和で与えられる [54]．この表面積の計

算プログラムとしては NSOL[55]を使った．

モンテカルロプログラムとしては，KONF90 [7]を修正して，この拡張アンサ

ンブル法を取り入れた．シミュレーションはランダムな初期構造から始められ

た．温度は 8個用意し (M0 =8)，それらは， T1 = 300 Kと TM0 = 700 Kの

間に指数関数的に分布させられた．値は以下のとおりである．300.00, 338.60,

382.17, 431.36, 486.85, 549.49, 620.20, 700.00 K．また，パラメータ λは 4個

(M1 = 4)等間隔に以下のように分布させた．λ1 = 0, λ2 = 1/3, λ3 = 2/3, λ4
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= 1．これらが二次元レプリカ交換法と二次元焼き戻し法で使われた．ここで，

λ = 0（よって，Eλ = EC）は真空中のシミュレーションであり，λ = 1（よっ

て，Eλ = EC +ESOL）は水中のシミュレーションに対応する．すなわち，こ

の拡張アンサンブルシミュレーションでは，真空中のシミュレーションと水中

のシミュレーションを同時に実行するわけである．

まず，二次元レプリカ交換MCシミュレーションの結果を述べる．値が上の

ように分布する 8個の温度と 4個の λパラメータに対応する 32個のレプリカ

において，各レプリカについて 106 MC sweepsの二次元レプリカ交換シミュ

レーションを実行した．各 20 MC sweeps毎に T 交換または λ交換が試行さ

れた．
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図 1.41 リボヌクレアーゼ T1 のペプチドフラグメントの二次元レプリカ交換 MC シミュ
レーションにおける一つのレプリカについての温度 Tm0 とパラメータ λm1 のラベ
ル（m0 と m1）の「時間発展」．(a) は m0， (b) は m1 の結果である．(c) は両
者を二次元の「時間発展」として表したものである．

図 1.41にこのシミュレーション中の一つのレプリカにおける，温度 Tm0 と

パラメータ λm1 のラベル（m0 とm1）の時間発展を示す．このレプリカでは，

温度とパラメータの二次元酔歩が実現されている．他のレプリカの結果も同様

であった．

図 1.42に図 1.41と同じレプリカにおける，温度 T，全ポテンシャルエネル

ギー ETOT，ペプチドの構造エネルギー EC，溶媒和自由エネルギー ESOL，末

端間距離Dの同様の時間発展を示す．図 1.42(a)と図 1.42(b)から分かること

は，エネルギーが低いときは，末端間距離が αへリックス構造に対応する約 8

Åの値をとり，エネルギーが高いときは，末端間距離が 7 Å～14 Åの間を揺ら

いでいることである．よって，このペプチドは低温では αへリックス構造，高

温ではランダムコイル状態にあることが分かる．
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図 1.42 リボヌクレアーゼ T1 のペプチドフラグメントの二次元レプリカ交換 MC シミュ
レーションにおける一つのレプリカ（図 1.41 のものと同じ）についての (a) 温度
T，(b) 全ポテンシャルエネルギー ET OT，(c) ペプチドの構造エネルギー EC，
(d) 溶媒和自由エネルギー ESOL，(e) 末端間距離 D の「時間発展」．パラメータ
λm1 のラベル（m0 とm1）の「時間発展」．温度の単位は K，エネルギーの単位は
kcal/mol，末端間距離の単位はÅ である．

この二次元レプリカ交換MCシミュレーションの結果に多ヒストグラム再重

法を適用して，二次元焼き戻し法の重み因子を決定することができる．すなわ

ち，式 (1.176)と式 (1.177)の一般化されたWHAM方程式を解くことによって，

32個の二次元焼き戻し法のパラメータ fm0,m1 (m0 = 1, · · · , 8;m1 = 1, · · · , 4)

を求めた．

二次元焼き戻し重み因子WST = exp(−βm0(EC + λm1ESOL) + fm0,m1) が

求められたので，それを使って，106 MC sweepsの二次元焼き戻しMC シミュ

レーションを実行した．各 20 MC sweeps毎に Tm0 から Tm0±1 への温度更新

または λm1 から λm1±1 へのパラメータ更新が試行された．

この二次元焼き戻しシミュレーションの結果から得られた，全ポテンシャル

エネルギー ETOT の平均，構造エネルギー EC の平均，λ×ESOL の平均，末

端間距離 D の平均を図 1.43に示す．これらの結果は，二次元レプリカ交換シ

ミュレーションの結果と良い一致を示している．

ここでは，二次元焼き戻しシミュレーションと二次元レプリカ交換シミュレー

ションの結果に良い一致を見た．しかし，二次元レプリカ交換法では 32個のレ
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図 1.43 リボヌクレアーゼ T1 のペプチドフラグメントの二次元焼き戻し MC シミュレー
ションの結果から得られた (a)全ポテンシャルエネルギー ET OT の平均，(b)構造
エネルギー EC の平均，(c)λ × ESOL の平均，(d) 末端間距離 D の平均．λ の
値によって別々に計算した．それぞれの曲線の色は赤，緑，青，紫がそれぞれ，λ1，
λ2，λ3，λ4 に対応している．それらは，(a) と (c) では，上から下に向かって，ま
た，(b) と (d) では，下から上に向かって，λ1，λ2，λ3，λ4 に対応している．
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プリカを必要としたのに対し，二次元焼き戻し法では一つのレプリカのみの必

要であったことに注目されたい．

十番目の例は，定圧定温アンサンブルにおける圧力に関する焼き戻し法（pres-

sure simulated tempering: PST）[22] の MD シミュレーションである [68]．

このシミュレーションは一次元の圧力空間の酔歩を実現する．系は水分子をあ

らわに取り入れた小蛋白質ユビキチン（ubiquitin）である．この系は，NMR

実験によって高圧において変性することが知られている [69]．ユビキチンは 76

個のアミノ酸残基から構成されている．ここでは，1個のユビキチンと 6232個

の水分子は立方体の箱に入れて，周期境界条件を課した．温度は 300 Kに固定

した．1バール（bar）から 10000バールの間の圧力の値を 100個用意した．温

度と圧力の制御はフーバー・ランジバン法 [70]を用いた．また，静電相互作用

については，パーティクル・メッシュ・エワルド法 [71] を採用した．MDの単

位時間ステップは 2.0 フェムト秒とした．力場としては，蛋白質では CMAP

[62]を考慮した CHARMM22[63]を，また，水分子では TIP3P[59, 63]を採用

した．また，計算プログラムとしては，NAMDバージョン 2.7b3[72]を用い，

それを修正して PSTを取り入れた．

焼き戻し重み因子の決定のために，まず，従来の定圧定温MDシミュレーショ

ンを一つの温度 T = 300 Kと上の 100個の圧力値において，別々に独立に，そ

れぞれ，4ナノ秒実行した．得られたポテンシャルエネルギーと体積の分布の

ヒストグラム Nm0,m1(E,V)を式.(1.253)と式 (1.254) のWHAM方程式に代

入して，焼き戻しパラメータ fm0,m1 (m0 = 1, m1 = 1, · · · , 100)を求めた．こ

れを使って 500ナノ秒の PSTシミュレーションを初期条件（乱数の種）を変え

て 10回実行した（よって，全データは 5マイクロ秒のMD計算に対応する）．

図 1.44にこの PSTシミュレーションの圧力とポテンシャルエネルギーの時

間発展を示す．図 1.44から分かるように，圧力が 1バールから 1万バールの間

を酔歩している．また，これに従って，ポテンシャルエネルギーの酔歩も得ら

れており，この二つの酔歩には逆相関が存在する．

この PSTシミュレーションの結果から，アミノ酸対に対応する Cα原子対の

間の距離 dの揺らぎ
√
< d2 > − < d >2 を計算した．図 1.45に結果を示す．

この結果はアミノ酸番号 7～10と 20～40の間のアミノ酸残基間の距離の揺



pLATEX2ε: root-okamoto-rev2 : 2012/11/13(22:25)

122 第 1 章 拡張アンサンブルの方法

図 1.44 水中のユビキチンの圧力についての焼き戻し MD シミュレーションにおける圧力
（左）とポテンシャルエネルギー（右）の時間発展．

図 1.45 水中のユビキチンの圧力についての焼き戻しMD シミュレーションの結果から得ら
れた Cα 原子対間の距離の揺らぎ．
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らぎが大きいことを示唆しているが，それは高圧 NMR実験の結果と一致して

いる [69]．

図 1.46のスナップショットでは，この揺らいでいる距離は βヘアピンのター

ンの部分と αへリックスの末端の間の距離に対応している．低圧ではこの距離

は短いのに対し，高圧では長くなっており，間にできた空隙に水分子が入り込

んで高圧変性を引き起こしていることが示唆される．

図 1.46 水中のユビキチンの圧力についての焼き戻し MD シミュレーション中のスナップ
ショット．低圧（左）と高圧（右）の場合の２つを示した．紫が α へリックス構造，
黄色が β シート構造を表している．蛋白質近傍の重要と思われる水分子も描いた．

1.8 おわりに

本章では，多自由度複雑系の計算機シミュレーションにおける有効な手法と

して，拡張アンサンブル法について解説した．計算例としては，主に古典力学

に基づいた生体分子系のものを扱ったが，この手法の適用可能範囲は極めて広

く，例えば，磁性体のスピングラスの系や量子系のシミュレーションでも有効

である．拡張アンサンブル法は強力であるが，系が複雑になればなるほど，そ

の適用が難しくなってしまう．良い手法というものは，強力であるばかりでな

く，万人が容易に使えるものでなければならない．その意味において，本章で
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紹介した，レプリカ交換法とマルチカノニカル法または焼き戻し法を合体させ

た拡張アンサンブル法や温度ばかりでなく多次元 (多変数）に一般化した拡張

アンサンブル法が，特に有望であると考える．
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